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IAUNITE 22

LIMITLER VE SUREKLILIK

Degisim Oranlar ve Egrilere Teget
Dogrular

Kalkiiliisiin dogusuna yol acan iki temel problemi taniyalim:
bir egriye teget dogru ¢izmek ve bir egrinin altinda kalan
alani hesaplamak. Bu iinitede bunlardan birincisinin

gerektirdigi ara¢ olan limit kavramini insa edecegiz.

Durgun halden serbest birakilan bir cisim icin, y metre
cinsinden diisiilen yolu ve t saniye cinsinden gecen siireyi

gostermek iizere serbest diisiis yasasi
y =4.9¢2

seklindedir. Bu yasa iizerinden ortalama hiz ile anlik hiz
arasindaki farki tartisalim. Anlik hiza ulagmak icin neden bir

limit almak zorunda oldugumuzu goérelim.
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video izle

y = f(x) fonksiyonunun [x,, x,] arahigindaki
ortalama degisim orani, h = x, — x; # 0 olmak {izere

ﬂ _ flx)—f(xy) _ flxy +h)—f(x)

Ax X5 — X h

ifadesidir. Geometrik olarak bu oran, egrinin P ve Q

noktalarindan gegen kesen dogrusunun egimidir.

0 y=f(x)
Q(Xz>f(xz))

P(Xl’f(xl))

> X

ORNEK 1: Bir képriiniin korkulugundan bir civata

distiriiliiyor. Serbest diisiis yasasina gore:

a. Cwvatanin ilk 4 s icindeki ortalama hizini bulunuz.

b. t =3sile t = 3 + h arasindaki ortalama hizi h
cinsinden yaziniz.
¢. h — 0 icin bu ifadenin yaklastig1 degeri, yani t =3 s

anindaki anlik hiz1 bulunuz.



Limitler ve Sureklilik

Kalkills

Bir egriye teget dogru

Q noktas: egri iizerinde P’ye yaklasirken, P ile Q
noktalarindan gecen kesen dogrusunun egiminin neye
yaklastigini inceleyelim. Bu limit yardimiyla bir egrinin bir
noktasindaki egimini ve o noktadaki teget dogrusunu

tanimlayalim.

A y=f(x)
Q

Y
=

ORNEK 2: y = x? egrisinin P(1, 1) noktasindaki teget
dogrusunun egimini limit tanimini kullanarak bulunuz ve

teget dogrusunun denklemini yaziniz.

ORNEK 3: a # 0 olmak iizere y = % egrisinin x = a apsisli
noktasindaki teget dogrusunun egimini bulunuz. Bu egimin

—% oldugu noktalar belirleyiniz.
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Bir Fonksiyonun Limiti ve Limit Kurallari

Bir 6rnek iizerinden, x bir fonksiyonun tanimli olmadigi bir
noktaya yaklasirken fonksiyonun nasil davrandigini

inceleyelim.

ORNEK 4: f(x)= ’f:lx fonksiyonu x = —1 noktasinda
tanimli degildir. x degerleri —1 sayisina soldan ve sagdan
yaklasirken f(x) degerlerinin hangi sayiya yaklastigini bir

tablo yardimiyla belirleyiniz.

Degerleri birlikte hesaplayip tabloya yazalim.

X -11 -1.01 -1.001 -0.999 —-0.99 —-0.9

f(x)

Buradan hareketle limitin sezgisel tanimini yapalim ve
gosterimini yazalim. Bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin,

o noktadaki degerinden bagimsiz oldugunu vurgulayalim.




Kalkiilts

Limitler ve Sureklilik

Limitin var olmadig: {i¢ tipik durumu asagidaki grafikler
iizerinden tartigalim: si¢rama, sinirsiz biiyiime ve sonsuz
salinim. Uciinde de x — 0 icin limitin neden var olmadigini

ayr ayri gerekcelendirelim.

0

|
0,

U(x)= {
]-’

1
x<0 3
gl)=+{"*
x>0 0,
y

.
Ry

=1

sin —,
x

y

x>0

L, M, c ve k reel sayilar olmak tizere lim,_,, f(x) =L ve
lim,_,. g(x) = M olsun. Bu durumda asagidaki kurallar

gecerlidir:

Toplam Kurali: lim,_,, (f(x)+g(x))=L+M

Fark Kurali: lim,_,. (f(x)—g(x))=L—-M

Sabit Carpan Kurali: lim,_, (k- f(x))=k-L

Carpim Kurali: lim,_,. (f(x)-g(x))=L-M

Bolim Kurali: lim,._,, % =1L, M #0igin

Kuvvet Kurali: lim,_,. [f(x)]" = L", n pozitif tam say1

Kok Kurali: lim,_,. 4/f(x) = vL = LY", n pozitif tam say1

m Kok kuralinda n cift ise, ¢ noktasini iceren bir
aralikta f(x) > 0 oldugu varsayilir.

._.
<
Y
=
—_— <
Y
=
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Bir 6rnek tizerinden, bu kurallarin polinomlarda, rasyonel ve

koklii ifadelerde nasil isledigini gorelim.

ORNEK 5: Asagidaki limitleri limit kurallarini kullanarak
hesaplayiniz.

a. lim,_, (x® —2x2 +4x—1)

: 3x%—x+2
b. lim,_,; =55

c. lim,_;v2x2+47

Bir rasyonel fonksiyonun x — ¢ limitinde x yerine ¢
koydugumuzda hem pay hem payda sifir oluyorsa ne
yapabilecegimizi bir 6rnek {izerinden gorelim.

x2—2x—3
X—=3 " x2-9

ORNEK 6: lim limitini hesaplayiniz.

Ayni durum koklii bir ifadede ortaya ciktiginda ne

yapacagimizi yine bir 6rnek {izerinden inceleyelim.

ORNEK 7: lim,_,, % limitini hesaplayiniz.

" 1 1
ORNEK 8: lim, _,, X222

X

limitini hesaplayiniz.
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Kalkiills

Yerine koyma g verdiginde izledigimiz {i¢ yolu toparlayalim.

ifade Yontem
Carpanlanabilen Sadelestir

Koklii Eslenikle genislet
Bilesik kesir Ortak payda al

Sikistirma Teoremi

Asagidaki grafikte g ve h egrileri x = ¢ noktasinda ayni L
degerine yaklasiyor. Bu iki egri arasinda sikisan bir f
fonksiyonunun x = ¢ noktasinda baska bir degere
gidemeyecegini grafik tizerinde tartisalim ve buradan
sikistirma teoremini ifade edelim.

y
A
¥y =h(x)
L |
y=2g(x)
L > x
0 C

ORNEK 9: Asagidaki limitleri sikistirma teoremi yardimiyla
bulunuz.

; 2 e 3
a. lim,_,x“cos 3

b. Her x icin 2— ’;—2 <u(x) <2+ x? olduguna gore
lim,_,, u(x) kagtir?
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Limitin Tam Tanimi

Sezgisel tanimdaki “yeterince yakin” ifadesinin neden
yetersiz oldugunu tartisalim. f(x) degerlerini L sayisina
istenen bir € toleransi kadar yaklastirmak icin, x degerlerini
¢ sayisina ne kadar yaklastirmamiz gerektigini soralim.

y
A

£ (x) fonksiyonu, ¢ noktasini iceren bir acik
aralikta tanimli olsun; ¢ noktasinda tanimli olmasi

gerekmez. Verilen her € > 0 sayisina karsilik,
O0<|x—c|<d = |f(x)—L|<e

kosulunu saglayan bir 6 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa, x sayisi
c’ye yaklasirken f(x) fonksiyonunun limiti L’dir denir ve
lim,_,, f(x) =L yazilir.

ORNEK 10: lim,_,,(3x —1) = 5 oldugunu limitin tam

tanimini kullanarak gosteriniz.

ORNEK 11: f(x) = y/x, c=4, L =2ve e = 0.1 veriliyor.
Tanimdaki kosulu saglayan bir 6 > 0 degeri bulunuz.




Kalkiilts

Limitler ve Sureklilik

ORNEK 12: lim,_,, x? = 4 oldugunu limitin tam tanimini
kullanarak kanitlayiniz.

Tek Tarafl Limitler

x bir noktaya yalnizca sagdan veya yalnizca soldan
yaklasirken fonksiyonun davranisini tanimlayalim. Sagdan
limit (x — ¢*) ve soldan limit (x — ¢™) gosterimlerini
yazalim.

Bir f fonksiyonunun ¢ noktasinda limitinin var
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, ¢ noktasindaki sagdan ve

soldan limitlerinin var ve birbirine esit olmasidir:

}(ig}f(x):L < lim f(x)= lim+f(x)=L

ORNEK 13: f(x)= ')’:g‘ fonksiyonunun x = 3 noktasindaki

soldan ve sagdan limitlerini bulunuz. lim,_,; f (x) limiti var

midir?
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ORNEK 14: Asagidaki grafik y = f(x) fonksiyonunu
gostermektedir. Bu grafigi kullanarak asagidaki degerleri

belirleyiniz.
Yy
A
4 |
3 y=f(x)
2 |
I
L1 L1 1y
-3 -2 —-10 1 2 3

a. lim,_,_, f(x) e. lim,_,- f(x)
b. lim,_,_p f(x) £ lim, e f(x)
¢ lim,,, f(x) g. lim,,, f(x)
d. f(-1) h. f(1)

Aq1 radyan cinsinden ol¢iilmek iizere

lim sin 6 1
1 —_—
0—-0 9
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Kalkills

ORNEK 15: Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

a. lim, 323 c. lim, _,, =
b. li tan3x d. 1 1—cosx
- limy o sin5x - 1m0 x2

Sonsuzdaki Limitler ve Asimptotlar

x degiskeni sinirsiz biiyilirken ya da sinirsiz kiiciiliirken
fonksiyon degerlerinin davranisini tanimlayalim. Ardindan
lim, 37 = 0 esitligini bu tanimi1 kullanarak gosterelim;
lim, , % = 0 sonucunun da ayni yolla elde edildigini
belirtelim.
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ORNEK 16: Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

. 2 : 6x+5

a. lim,_, (3 - ;) c. lim,, o 37
. 7x%—3x+4

b. lim, 0o 57y

Eger lim,_, ., f(x) = bveyalim,_, ., f(x)=D>b
ise y = b dogrusuna y = f(x) fonksiyonunun grafiginin

yatay asimptotu denir.

ORNEK 17: f(x)= ﬁ;‘l—:z‘ fonksiyonunun grafiginin yatay

asimptotlarini bulunuz.
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Limitler ve Sureklilik

ORNEK 18: Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

. s 1 : 1/x
a. lim,_,, o Xxsin ¢ b. lim,_, e/

ORNEK 19: Sikistirma teoremini kullanarak y = 3 — %X

X
egrisinin yatay asimptotunu bulunuz.

ORNEK 20: f(x)= —";‘fz;s fonksiyonunun grafiginin yatay

asimptotlarini bulunuz.

ORNEK 21: lim,_, (x —Vx2+ 25) limitini hesaplayiniz.

ORNEK 22: lim,_,, (v/x2 + 3x — x) limitini hesaplayimiz.
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Egik Asimptotlar

Bir 6rnek iizerinden, payin derecesi paydaninkinden bir fazla
oldugunda ortaya cikan egik asimptot kavramini polinom
bolmesi yardimiyla inceleyelim.

ORNEK 23: f(x) = 2% fonksiyonunun grafiginin egik

x—3

asimptotunu bulunuz.
y

A

x*+4
x—=3

Y
ot

N

Sonsuz limitler

x sonlu bir sayiya yaklasirken fonksiyon degerlerinin sinirsiz
biiytimesi durumunu tanimlayalim ve lim, _,,+ )1—( = 00
gosterimini yazalim. “Limit sonsuzdur” demenin limitin var
oldugu anlamina gelmedigini, yalnizca var olmama bi¢imini

tarif ettigini vurgulayalim.

ORNEK 24: Asagidaki limitleri hesaplayimiz.

: . x+1
a. lim, - ¢ c. lim, 5~ 5
s 1 : x+2
b. hmx_,z [e=7 d. hmx_,l 1




Limitler ve Sireklilik

Kalkiills

Eger lim, .+ f(x) = =00 veya
lim,_,, f(x) = o0 ise x = a dogrusuna y = f(x)

fonksiyonunun grafiginin diisey asimptotu denir.

ORNEK 25: f(x) = 2 fonksiyonunun grafigi asagida
verilmistir. Grafigi kullanarak asagidakileri belirleyiniz.

N

a. lim,_,- f(x) d. lim,_,_o, f(x)

b. lim,_,;+ f(x) e. Diisey asimptot

c. lim,_, o, f(x) f. Yatay asimptot

Baskin Terimler

Bir 6rnek iizerinden, bir polinomun |x| biiyiikken yalnizca en

yiiksek dereceli terimi gibi davrandigini inceleyelim.

ORNEK 26: f(x)=2x*—5x>+x—7 ve g(x)=2x*
fx)

X—E00 g(x)

biiyiikken bu iki fonksiyonun birbirine yaklastigini gosteriniz.

fonksiyonlar: veriliyor. lim limitini hesaplayarak |x|

@ ertansinansahin.com)

ORNEK 27: Asagidaki limiti hesaplayiniz.

x2+3x—1
x—2

lim

X——00

P ve Q polinom olmak iizere, £ rasyonel fonksiyonunun
Xx — £00 limitini derecelere gore toparlayalim; a ve b bu

polinomlarin bas katsayilaridir.

Dereceler Limit
derP < derQ 0
derP =derQ 7
derP > derQ +o00

Son satirda derece fark: tam 1 ise grafigin ayrica bir egik
asimptotu vardir.

Sureklilik

Bir fonksiyonun grafiginin “kalemi kaldirmadan”
cizilebilmesi diisiincesinden yola ¢ikarak siireklilik kavramina
sezgisel bir giris yapalim. Ardindan bir fonksiyonun bir
noktada siirekli olabilmesi icin gereken {i¢ kosulu tek tek

inceleyelim.

¢ sayisy, f fonksiyonunun tanim kiimesindeki bir

araligin i¢ noktasi veya uc noktasi olsun. Eger
lim f (x) = f(c)

ise f fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir denir. Benzer
sekilde lim, .+ f (x) = f(c) ise f fonksiyonu ¢ noktasinda
sagdan siirekli, lim,_,. f(x) = f(c) ise soldan
siireklidir. Bir fonksiyon, tanim kiimesinin her noktasinda

siirekli ise siirekli fonksiyon adim alir.




Kalkiilts

Limitler ve Sureklilik

Asagidaki dort grafigin her birinde f fonksiyonu x =c¢
noktasinda siireksizdir. Her birinde siirekliligin hangi

kosulunun bozuldugunu belirleyelim ve siireksizligin tiiriinii

adlandiralim.
y y
A A
° y=f(x)
r
y=f(x)
| > X /T > X
0 c 0 c
Y
Y A
A )
y =sin
x—c
1 |
0 0] d x
-1

. .. 2_9g ..
ORNEK 28: x # 3 icin g(x) = 2= olarak veriliyor.
Fonksiyonun x = 3 noktasinda siirekli olmasi icin g(3) degeri

ne olmalidir? Bu siireksizligin tiirii nedir?

ORNEK 29: h(x) = "i}:z fonksiyonunun siireksiz oldugu

noktalar1 bulunuz ve her birinin siireksizlik tiirtinii belirtiniz.

@ ertansinansahin.com)

ORNEK 30: Asagidaki fonksiyonun her reel sayida siirekli

olmasi igin a ve b sabitlerini bulunuz.

x?+a, x<2
flx)=13, x=2
bx—1, x>2

f ve g fonksiyonlari ¢ noktasinda stirekli olsun. Bu durumda

asagidaki fonksiyonlar da ¢ noktasinda siireklidir:
Toplam: f + g

Fark: f — g

Sabit Carpan: k - f, herhangi bir k sayis1 i¢cin
Carpim: f - g

Bolim: f/g, g(c)# 0icin

Kuvvet: ", n pozitif tam say1

Kék: v/f, n pozitif tam say1 olmak iizere, v/f nin ¢
noktasini iceren bir aralikta tanimli olmasi kosuluyla

Tanim kiimesinin her noktasinda siirekli oldugunu bildigimiz

fonksiyon ailelerini 6rnekler tizerinden inceleyelim.

Fonksiyon Ailesi Ornek
Polinom x3—2x+5
Rasyonel ;‘;’_14

Koklii Jx, Ix
Trigonometrik sinx, cosx
Ustel eX, 2%
Logaritmik Inx, log, x

g fonksiyonu ¢ noktasinda, f fonksiyonu g(c) noktasinda
siirekli olsun. f o g bileskesinin ¢ noktasindaki siirekliligini

tartisalim.
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Kalkills

Bu sonug bir limit hesaplama aracina doniisiir: f siirekli ise

limit sembolii fonksiyonun icine girebilir.

lim  (30)) = f (limg(x)

ORNEK 31: Asagidaki limiti hesaplayiniz.

Ara Deger Teoremi

Asagidaki grafikte f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda
siireklidir. f(a) ile f(b) arasinda bir y, degeri secelim;
fonksiyonun bu degeri aralikta alip almadigini grafik

iizerinde inceleyelim.

Y
=

Siirekliligin neden vazgecilmez oldugunu da tartisalim.

ORNEK 32: x%+ x —3 = 0 denkleminin [1,2] arahiginda en
az bir kokii oldugunu gosteriniz.

ORNEK 33: f(x) = x®—12x + 2 fonksiyonunun [—4, 4]
araliginda ¢ farkli kokii oldugunu ara deger teoremi
yardimiyla gosteriniz.
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ORNEK 34: Ara deger teoremini kullanarak
v/3x + 1 =5— x? denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu

gosteriniz.

Algtirmalar ve Problemler

1. y = x? — 4x + 3 parabolii veriliyor.

a. x =1 ile x =4 araligindaki ortalama degisim oranini
bulunuz.

b. x = 3 apsisli noktadaki teget dogrusunun denklemini
limit tanimim kullanarak yaziniz.

2. Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

a. lim x*+8 d. lim sin5x
T2 50 g CUTE0 Gin8x
x—2 x?
b. lim,_,, —— e. lim,_,
=t x—4 =01 cos2x
1 _1 ) (x +h)?—x2
¢ lim, _, 2* 2 f. limy, h
x

10



Kalkiilts

Limitler ve Sureklilik

3. Her x > 0 icin 2x —x2 < f(x) < 24/x — x oldugu biliniyor.
lim, _,; f () limitini bulunuz ve hangi teoremi kullandiginizi
belirtiniz.

4. lim,_,3(2x + 1) = 7 oldugunu limitin tam tanimini
kullanarak kanitlayiniz. Verilen € = 0.02 i¢in uygun bir &

degeri yaziniz.

5. Asagidaki fonksiyonun her reel sayida siirekli olmast icin a
ve b sabitlerini bulunuz.

2
—1
70 x<1
x—1
fxX)={ax+b, 1<x<3
2x—5, x>3

@ertansinansahin.com)

6. f(x)= 2"1}% fonksiyonu veriliyor.

o

. Siireksiz oldugu noktalar1 bulunuz.

b. Her birinin siireksizlik tiiriinii belirtiniz.

0

. Varsa diisey asimptotunu yaziniz.

d. Varsa yatay asimptotunu yaziniz.

7. g(x)= 2 il fonksiyonunun grafiginin diisey ve egik

x—1

asimptotlarini bulunuz.

8. f(x) = x®—3x + 1 fonksiyonu icin f(c) = 0 olacak sekilde
bir ¢ € (0, 1) sayisinin var oldugunu gosteriniz.

11



Limitler ve Siireklilik Kalkilis
Cevaplar a.—00 b.4+00 ¢ 2
25
Ornek sorular d.2 ex=1 fy=2
26 1
1 a 196m/s b.29.4+4.9hm/s c. 29.4m/s
2 m=2, y=2x-—1 .
3 m=— aiz : (2’ % ), (_2’_ % ) 28  g(3) = 6; kaldirilabilir siireksizlik
4 -1 29 x =2: kaldirilabilir =~ x =—2: sonsuz
5 a7 bl cb5 e oL b=2
6 2 31 V2
- 32 f(1)=—-1<0<7=F£(2)
6
1 33 (_4’ _3); (0; 1); (3; 4)
8 -3
- A 34 f(0)=—4<0<+/7—1=Ff(2)
10 6=3
~— Alstrmalar ve problemler
11 §=0.39 s
Q
[
= 1 al b y=2x—6
12 5=min{1, &} E
[
Z 2 a-3 b c—% d.2 e3; f2x
13 —1; 1; limit yoktur @
@
E—; 3 1; stkistirma teoremi
a.2 b.1 cyok d.1 -
. © 6
el f2 gyok h1 4 6=3; 6=001
15 a2 b2 cO0 di 5 a=-1 b=2
4 * 5 2 27 2
16 a.3 bl co0 a. x =3, x=—3 b. kaldirilabilir, sonsuz
-2
6
c.x=—-3 dy=2
17 y=3 ve y=-3
7 x=1; y=2x+1
18 a.1 b.O
8 f(0)=1>0>-1=Ff(1)
19 y=3
20 y=2 ve y=-—2
21 O
22 3
23 y=x+3
24 a.—o00 b.+00 c. —oo d. yok

12



PAUNITE g8

a5

TU REV Video izle

Teget Dogrulan ve Bir Noktadaki Tiirev ORNEK 1: f(x) = x4 fonksiyonunun x, = 1 noktasindaki
tlirevini tanim1 kullanarak bulunuz. Egrinin bu noktadaki
Unite 1°de bir egrinin bir noktadaki egimini, kesen teget dogrusunun denklemini yaziniz.

egimlerinin limiti olarak elde etmistik. Bu limite bir ad

verelim ve onu bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi olarak

tanimlayalim.

h # 0 olmak {izere

f(xo+h)—f(x)
h
ifadesine f fonksiyonunun x, noktasindaki h artimli fark
béliimii denir. Bu ifadenin h — 0 i¢in limiti varsa, bu
limite f fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevi denir ve
f'(xo) ile gosterilir:

fxg+h)—f(xo)

f(x) = }1151(1)

h
Yy
A
y=f(x) N
E
o
(8]
=
-y
©
2]
c
©
[
‘»
[
[v]
s
: L > x =
0 Xo Xo+h

ORNEK 2:  f(x) = 4/x fonksiyonunun x, = 1 noktasindaki

tiirevini tanimi kullanarak bulunuz.

13
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Kalkiills

Fark boliimiinii bir ortalama degisim orani olarak
okudugumuzda tiirevin neyi 6lctiiglinii bir 6rnek {izerinden

inceleyelim.

ORNEK 3: Yerden diisey dogrultuda yukar: atilan bir topun t
saniye sonraki yiiksekligi s(t) = 20t — 5t2 metredir. Topun
asagidaki anlardaki anlik hizini tiirevin tanimini kullanarak

bulunuz ve iki sonucun isaretini yorumlayiniz.

a. t=1s

b. t=3s

Fark boliimiiniin limitinin simdiye kadar kargimiza ¢ikan

farkli yorumlarini toparlayalim.

Asagidaki limit, su dort niceligin her birini ifade eder:

lim fxo+h)—f(xo)
h—0 h

1. y = f(x) grafiginin x = x, noktasindaki egimi,

2. y = f(x) egrisinin x = x, noktasindaki teget

dogrusunun egimi,
3. f(x)in x = x, noktasinda x’e gore degisim orani,

4. f fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevi f'(x,).

@ ertansinansahin.com)

Disey teget dogrulari

Fark boliimiiniin limiti sonlu bir say1 olmak yerine sinirsiz
biiyiiyebilir. Bu durumda egrinin o noktadaki tegetinin ne

olacagim tartisalim.

Siirekli bir y = f(x) egrisi icin

i £ Gro )= (x0)

— o0
h—0 h

=00 veya
ise egrinin x = x, noktasinda bir diisey teget dogrusu
vardir.

Bu tanimi kullanarak asagidaki egrinin orijinde diisey teget

dogrusu oldugunu gosterelim.

y

Fonksiyon Olarak Turev

Simdiye kadar tiirevi tek bir x, noktasinda hesapladik. Bu
noktay: serbest birakalim ve tiirevi, her x degerine bir egim

karsilik getiren yeni bir fonksiyon olarak tanimlayalim.

f fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevi, x
noktasindaki degeri
, . flx+h)—f(x
00 = iy 0
olan f’ fonksiyonudur (limit varsa). f’(x) varsa f
fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilirdir. Ayni limit
z = X + h yazilarak esdeger bicimde s6yle de ifade edilir:

) — i LB £ G
£(e) = lim =

14
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Tirev

ORNEK 4: f(x) = x® fonksiyonunun tiirevini tanimi
kullanarak bulunuz. Ardindan f’'(—1), f'(0) ve f'(2)
degerlerini hesaplayiniz.

ORNEK 5: f(x) = +/x fonksiyonunun tiirevini, tiirevin
esdeger bicimini (z — x) kullanarak bulunuz. Egrinin x =9

noktasindaki teget dogrusunun egimini bulunuz.

Tiirev i¢in kullanilan farkli gosterimleri ve tiirevin bir

noktadaki degerinin nasil yazildigini inceleyelim.

m y = f(x) fonksiyonunun tiirevi i¢in su gosterimler

kullanilir:
iy v dy _df _d
fy=y'=2 =20 = ()
Tiirevin x = a noktasindaki degeri soyle yazilir:
dy d
/ — -
fi@)= dx‘ )

@ ertansinansahin.com)

Tlrevin grafigi

Bir 6rnek iizerinden, bir fonksiyonun grafigindeki egimleri

okuyarak tiirevinin grafiginin nasil ¢izilecegini gorelim.

ORNEK 6: Asagida y = f(x) fonksiyonunun grafigi
verilmistir. Grafikteki egimleri kullanarak y = f'(x)
fonksiyonunun grafigini altindaki eksenlere ¢iziniz. f’ hangi

noktalarda sifirdir, hangi aralikta negatiftir?

y=f(x)

N L/

A y=f'@)

Tek tarafli tirevier

Unite 1’deki tek tarafli limitleri fark béliimiine uygulayalim
ve bir araligin u¢ noktalarinda tiirevin ne anlama geldigini

tanimlayalim.

f fonksiyonunun x, noktasindaki sagdan tiirevi
ve soldan tiirevi sirasiyla su limitlerdir:

lim £ (xg +h)—f(x0)’ lim fxg+h)—f(xo)
ho0+ h h—0~ h

f, (a, b) araligimin her noktasinda tiirevlenebilirse ve a’da
sagdan, b’de soldan tiirevi varsa [a, b] kapali araliginda
tlirevlenebilirdir. Bir i¢ noktada tiirevin var olmasi igin
gerek ve yeter kosul, o noktadaki sagdan ve soldan

tlirevlerin var ve birbirine esit olmasidir.

15
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ORNEK 7: f(x) = |x| fonksiyonunun x = 0 noktasindaki
sagdan ve soldan tiirevlerini bulunuz. f bu noktada

tiirevlenebilir midir?

ORNEK 8: Asagidaki fonksiyonun x = 1 noktasinda
tlirevlenebilir olup olmadigini sagdan ve soldan tiirevlerini

hesaplayarak belirleyiniz.

x2, x<1
flx)=

2x—1, x>1

@ertansinansahin.com)

Bir fonksiyonun bir noktada tiirevinin olmamasina yol acan
tipik durumlari asagidaki grafikler tizerinden tartigalim. Her
birinde, P(x,, f (x,)) noktasindan gecen kesenlerin

egimlerine ne oldugunu inceleyelim.

y y
A A

1<
<

> X 1 > X
0 0 Xo
Yy Yy
A A
o
1 > x 1 > X
0 Xo 0 Xo

Tiirevlenebilirlik ile stireklilik arasindaki iligkiyi ifade edelim

ve ispatlayalim.

f fonksiyonunun x = c noktasinda tiirevi

varsa, f bu noktada siireklidir.

ORNEK 9: Asagidaki fonksiyonun x = 1 noktasinda
tlirevlenebilir olup olmadigini belirleyiniz ve cevabinizi

gerekcelendiriniz.

x+1, x<1
flx)=

x2, x>1

16
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Turev Alma Kurallarn

Simdiye kadar her tiirevi fark boliimiiniin limitiyle
hesapladik. Polinomlar, kokler ve {istel fonksiyonlar i¢in bu

isi bir kez yapip sonucu bir kural olarak yazalim.

Once sabit fonksiyonlarin ve x’in kuvvetlerinin tiirevini

cikaralim.
c bir sabit ve n herhangi bir gercel say1 olmak
uzere d d
- =0 = n—1
I (c)=0, ek =

esitlikleri, kuvvetlerin tanimli oldugu her x icin gecerlidir.

ORNEK 10: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini kuvvet

kuralini kullanarak bulunuz.

a. x° c. x3?
1 3

b. — d. vx°
3

Bir fonksiyonun sabit katinin ve iki fonksiyonun toplaminin

tlirevinin nasil alindigini inceleyelim.

u ve v tiirevlenebilir fonksiyonlar, ¢ bir sabit
olmak tizere

i(cu)—cd—u i(u:l:v)—d—u:td—v
dx T dx’ dx T dx " dx
esitlikleri gecerlidir.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 11: Asagidaki fonksiyonun tiirevini bulunuz.

4
y=7—2x3+7x—3

Ustel fonksiyonun tiirevi

Ustel fonksiyon e*’in tiirevini fark béliimiinden ¢ikaralim.

Ustel fonksiyon e*’in tiirevi kendisine esittir:

Y
=

ORNEK 12:  f(x) = 2e* —5x2 + 3 fonksiyonunun tiirevini

bulunuz ve f’(0) degerini hesaplayiniz.
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Carpim ve bélim

Bir 6rnek iizerinden, iki fonksiyonun carpiminin tiirevinin

tlirevlerin carpimina esit olup olmadigini inceleyelim.

ORNEK 13: f(x) = x2ve g(x) = x® olsun. (fg)'(x) ile
f’(x) g’(x) ifadelerini hesaplayip karsilastiriniz.

Carpimin ve boliimiin tiirevini veren kurallar1 yazalim.

u ve v tiirevlenebilir fonksiyonlar ise
d

—wv)=uv+uw/

dx

olur. Buna carpim kural1 denir.

u ve v tiirevlenebilir fonksiyonlar ve v # O ise
d (u) _uv—uw/
dx \y v2

olur. Buna béliim kural1 denir.

ORNEK 14: y = (x® —2x)(x? + 4) fonksiyonunun tiirevini
carpim kuralini kullanarak bulunuz.

ORNEK 15: Asagidaki fonksiyonun tiirevini bliim kuralin

kullanarak bulunuz.
XZ

=x+3

y

(®) ertansinansahin.com)

Yiiksek mertebeden tiirevler

Tiirevin tiirevini alarak yiiksek mertebeden tiirevleri
tanimlayalim ve gosterimlerini yazalim.

y = f(x) fonksiyonunun tiirevinin tiirevine
ikinci tiirev denir. Tiirev alma islemi n kez uygulanirsa

n-inci mertebeden tiirev elde edilir:

d%y d'y
" _ —— (n): — (n)
Y= =0, Y= =)

ORNEK 16: Asagidaki fonksiyonun ilk dért tiirevini bulunuz.

=1

Turev ve Degisim Hizi

Bir Ornek iizerinden, tiirevi bir niceligin bagka bir nicelige
gore anlik degisim hizi olarak yorumlayalim ve tiirevin

birimini nasil okuyacagimizi gérelim.

ORNEK 17: Bir kiirenin yiizey alam S = 4mr? ile verilir.
Yaricap r = 3 m iken ylizey alaninin yaricapa gore degisim
hizini birimiyle birlikte bulunuz.
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Dogru boyunca hareket

Bir dogru iizerinde hareket eden cismin konumundan hizi,

siiratini ve ivmesini tanimlayalim.

Bir cismin s-ekseni iizerindeki konumu
s = f(t) olsun. t ile t + At arasindaki yer degistirme
A
As = f(t+ At)— f(t), ortalama hiz A—i ve t anindaki hiz

lim flt+At)—f(1)

ds
t)= — =
v(t) dt a0 At

ile tanimlanur.

Hizin mutlak degerine siirat, hizin zamana gore

tlirevine ivme, ivmenin zamana gore tiirevine silkme

denir: )
ds dv d%s
()= FTA a(f)—a—ﬁ
. da d3s
t)=— = —
O dt dt3

ORNEK 18: Bir dogru iizerinde hareket eden bir cismin t
saniye sonraki konumu s(t) = t3 —9t2 + 24t metredir
(t=0).

s(t)

\J
-

a. v(t) ve a(t) ifadelerini bulunuz.
b. Cismin durdugu anlar1 bulunuz.

c. t =1 ve t =5 anlarimn her birinde, hiz ve ivmenin
isaretine bakarak cismin siiratinin artmakta m1

azalmakta m1 oldugunu belirleyiniz.

@ ertansinansahin.com)

Ekonomide tiirev

Ekonomide tiireve marjinal denir. Uretim maliyetinin

tlirevinin ne anlama geldigini inceleyelim.

x birim tiretmenin maliyeti C(x) ise C’(x) tiirevine
marjinal maliyet denir. Bir birim daha iiretmenin ek

maliyetine yaklasik olarak esittir:

C'(x)~C(x+1)—C(x)

ORNEK 19: Bir atélyede giinde x adet iiriin iiretmenin
maliyeti C(x) = 200 + 10x + x? liradir.

a. Marjinal maliyet C’(x) ifadesini bulunuz.

b. x = 20 iken marjinal maliyeti bulunuz ve 21. {iriintin
gercek ek maliyeti olan C(21) — C(20) ile

karsilastiriniz.
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Trigonometrik Fonksiyonlarin Turevleri

Unite 1’deki iki trigonometrik limiti kullanarak sin x ve cos x

fonksiyonlarinin tiirevlerini bulalim.

x radyan cinsinden 6l¢iilmek {izere

d . d .
—(sinx) = cos x, —(cosx) =—sinx
dx dx

esitlikleri gegerlidir.
y
A y =sinx
L > x
0 \/ﬂ:
Yy
A
1 L > x
0 s 27

ORNEK 20: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

3 cosx
a. y=2x"+4cosx—7 ¢ y=

x2

b. y = x%sinx

@ertansinansahin.com)

Basit harmonik hareket

Bir 6rnek tizerinden, yaya bagh bir kiitlenin ivmesinin

konumuyla nasil iliskili oldugunu inceleyelim.

ORNEK 21: Bir yaya bagh kiitle, denge konumu etrafinda
salinmaktadir. Kiitlenin t saniye sonraki konumu

s(t) = 8sint santimetredir.

a. v(t) ve a(t) ifadelerini bulunuz.

b. t = m/2 aninda kiitlenin konumunu, hizini1 ve ivmesini
bulunuz.

Diger doért trigonometrik fonksiyon

Tanjant, kotanjant, sekant ve kosekant fonksiyonlarinin

tlirevlerini siniis ve kosiniisiin tiirevlerinden ¢ikaralim.

Tanimli olduklari her x igin

d d
—(tanx) = sec® x, —(cotx) =—csc?x
dx dx

d d
—(secx) =secxtanx, —(escx) = —cscx cotx
dx dx

esitlikleri gecerlidir.

ORNEK 22: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

a. y =3secx —2cotx b. y =e secx

Zincir Kurali

Simdiye kadarki kurallarla sin(x2 - 4) gibi bileske
fonksiyonlarin tiirevini alamiyoruz. Bunun i¢in yeni bir kural
cikaralim.
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Bir 6rnek iizerinden, bileske bir fonksiyonda tiirevlerin nasil
bir araya geldigini inceleyelim.

ORNEK 23: y = 4u ve u = 3x olsun. Asagidaki tiirevleri
bulup aralarindaki iliskiyi inceleyiniz.

v @
du’ dx’ dx

Bileske fonksiyonlarin tiirevini veren kurali yazalim.

y = f(w)veu = g(x) tirevlenebilir
fonksiyonlar ise bileske y = f(g(x)) de tiirevlenebilirdir ve

dy _dy du

dx du dx
olur. Ayni kural s6yle de yazilir:

(fog) () =f"(g(x) &'(x)

ORNEK 24: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini zincir

kuralini kullanarak bulunuz.
a. y=e c. y=tan(x?)

b. y =cos(5x +2)

@ertansinansahin.com)

Zincir kuralinin tekrarh kullanimi

Bir ornek iizerinden, i¢ ice ikiden fazla fonksiyon oldugunda

zincir kuralimi arka arkaya nasil uyguladigimizi gérelim.

ORNEK 25: y = cos(e®*) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Bir fonksiyonun kuvveti

Bir fonksiyonun kuvvetinin tiirevi i¢in zincir kuralinin 6zel
bir bicimini yazalim.

u, x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ve n bir

gercel sayi ise
d .. ,,du
dx W) =nu dx

olur.

21



Tarev

Kalkills

ORNEK 26: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.
a. y=(x%-2x)° c. y=+vx2+9

1

b y=——
Y (4x +3)2

ORNEK 27: Asagidaki fonksiyonun tiirevini bulunuz.

y=xe

Kapali Fonksiyonun Tirevi

Bazi denklemlerde y’yi x cinsinden acikca yazamayiz ya da
denklem tek bir fonksiyon tanimlamaz. Bu durumlarda

tlirevin nasil bulunacagini inceleyelim.

y
A

N

@ertansinansahin.com)

Bir Ornek iizerinden, ayni tiirevi 6nce y’yi ¢ozerek, sonra
¢ozmeden bulalim.

ORNEK 28: xy = 4 denklemi icin y’ tiirevini iki yolla
bulunuz: (i) y’yi x cinsinden ¢6zerek, (ii) denklemin iki
tarafini x’e gore tiireterek.

3
>

xy =4

Y
=

Denklemin iki tarafin tiiretirken y iceren terimlere nasil

davranacagimizi yazalim.

m Kapal tiirev almada y, x’in bir fonksiyonu sayilir;
¥ iceren terimler zincir kuraliyla tiiretilir. Ornegin
dy

d 2
— =2y -
dx(y) Y Iy

ORNEK 29: Asagidaki denklemlerle kapali olarak tanimlanan

y i¢in y’ tiirevini bulunuz.

a. y’+xy=8 b. x2+y?=¢"
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ikinci tiirev
Bir 6rnek iizerinden, kapali olarak tanimlanan bir

fonksiyonun ikinci tiirevinin nasil bulundugunu gérelim.

ORNEK 30: x2?— y? = 4 denklemiyle kapah olarak

tamimlanan y igin y’ ve y” tiirevlerini bulunuz.

Teget ve normal dogrular

Bir 6rnek iizerinden, kapali bir egrinin bir noktadaki teget ve

normal dogrularinin nasil bulundugunu goérelim.

ORNEK 31: (1,1) noktasinin x2y + y® = 2 egrisi {izerinde
oldugunu gosteriniz.

a. Bu noktada egrinin teget dogrusunun denklemini
bulunuz.

b. Bu noktada egrinin normal dogrusunun denklemini
bulunuz.

@ertansinansahin.com)

Ters ve Logaritma Fonksiyonlarinin Turevi

Bir fonksiyonun ve tersinin egimleri arasindaki iliskiyi

inceleyelim.

f birebir ve tiirevlenebilir bir fonksiyon,
f/(f1(b)) # Oise f! fonksiyonu b noktasinda
tiirevlenebilirdir ve

1
=1y b) =
G® )

olur.

ORNEK 32: f(x)=2x> + x fonksiyonu birebirdir. (f71)'(3)

degerini bulunuz.

Dogal logaritmanin tiirevi

Ustel fonksiyonun tersi olan In x fonksiyonunun tiirevini
bulalim.

x > 0 i¢in
d 1
= qa - =
dx(nx) x

olur. u, x’in tlirevlenebilir ve pozitif bir fonksiyonu ise

zincir kuraliyla

d 1 du
hallyg] -2
dx(nu) udx

elde edilir.
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ORNEK 33: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

a. y=In(3x2+1) c. y =In(sinx)

b. y=xInx

a* ve log, x fonksiyonlarinin tiirevi

Tabani e olmayan iistel ve logaritma fonksiyonlarinin
tlirevlerini bulalim.

a > 0, a # 1 olmak tlizere

d d
— X = Xl — 1 =
dx(a )=a*Ina, dx(ogaX)

esitlikleri gegerlidir.

xIna

ORNEK 34: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

a.y=2’f2 c. y=x-3"

b. y =logs(x*+1)

@ertansinansahin.com)

Logaritmik tiirev alma

Bir 6rnek iizerinden, ¢ok sayida carpan, boliim ve kuvvet
iceren fonksiyonlari iki tarafin logaritmasini alarak nasil
tlirettigimizi gorelim.

ORNEK 35: x > 3 icin asagidaki fonksiyonun tiirevini
logaritmik tiirev alma yontemiyle bulunuz.

_x*Vx+1
RNTEEE

ORNEK 36: x > 0 icin y = x*"* fonksiyonunun tiirevini
bulunuz.

Genel kuvvet kurali

Tiirev Alma Kurallar1 boliimiinde kabul ettigimiz kuvvet

kuralini her gergel iis icin ispatlayalim.

x > 0ve n herhangi bir gercel say1 icin x’in
n-inci kuvveti

n =enlnx

ile tanimlanir.
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Ustel fonksiyonun ve logaritmanin tiirevinden e sayisini bir
limit olarak yazalim.

e sayisi
e = lim(1 + x)"/*
x—0

limitiyle hesaplanir.

Ters Trigonometrik Fonksiyonlarin Tlrevi

Ters fonksiyonun tiirevi kuralindan, arcsin, arctan ve arcsec

fonksiyonlarinin tiirevlerini ¢ikaralim.

Tanimli olduklar1 her x i¢gin

d 1
— i = <1
In (arcsin x) i (]| )
d
a(arctanx) = m
d 1
—(arcsecx) = ——— x|>1
feEreseen) = e (3> 1)
esitlikleri gegerlidir.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 37: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

a. y = arcsin(5x) c. y =arcsec(x?), x> 1

b. y = arctan(e*)

ORNEK 38: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

a. y = arctan 4/x b. y = xarcsinx

Diger ¢ ters trigonometrik fonksiyon

arccos, arccot ve arcesc fonksiyonlarinin tiirevlerini, ters

kofonksiyon 6zdesliklerinden ¢ikaralim.

Ters kofonksiyon 6zdeslikleri

Y . T
arccos x = E —arcsinx, arccotx = E —arctan x

Vi
arccscx = E —arcsecx

oldugundan, tiirevleri karsilik gelen fonksiyonlarin
tlirevlerinin eksisidir:

i(arccos x)= __r i(ar(:c:otx) N
dx N 1T—x2 dx T 14x2
i(arccscx) -

dx lx[vx2—1
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iligkili Deg@isim Oranlari

Bir 6rnek iizerinden, birbirine bagl iki niceligin degisim

hizlarinin nasil iliskili oldugunu gorelim.

ORNEK 39: Kiiresel bir balon, dakikada 1007 cm® sabit hizla
sisirilmektedir. Yaricap 5 cm iken yaricapin artig hizin
bulunuz.

Bu tiir problemlerin ¢6ziim adimlarini yazalim.

iliskili degisim oranlari problemlerinde su adimlar
izlenir: (1) Sekil ¢izilir ve degiskenler adlandirilir. (2)
Degiskenler arasindaki iliski yazilir. (3) iliskinin iki tarafi
t’ye gore tiiretilir (zincir kural1). (4) Bilinen degerler
tiirevden sonra yerine konur ve istenen hiz bulunur.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 40: Boyu 1.8 m olan bir kisi, yerden 6 m
yiikseklikteki bir lambanin direginden 1.5 m/s hizla
uzaklagmaktadir.

a. Golgesinin ucu ne hizla hareket etmektedir?

b. Golgesinin uzunlugu ne hizla artmaktadir?

ORNEK 41: Bir dikdértgenin uzun kenar1 3 cm/s hizla
artarken kisa kenar1 2 cm/s hizla azalmaktadir. Uzun kenar
10 cm, kisa kenar 6 cm iken asagidakilerin degisim hizlarini
bulunuz.

a. Dikdortgenin alani

b. Dikdortgenin cevresi
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ORNEK 42: Bir nokta, x? + y? = 25 cemberi {izerinde
hareket etmektedir. Nokta (3, 4)teyken x koordinati
saniyede 2 birim artmaktadir. Ayni anda y koordinati hangi
hizla degismektedir?

Lineerlestirme ve Diferansiyeller

Bir 6rnek iizerinden, bir fonksiyonun degerini bir noktanin
yakininda teget dogrusuyla nasil yaklagik

hesaplayabilecegimizi gorelim.

ORNEK 43: f(x) = 1/x fonksiyonunun x = 2 noktasindaki
teget dogrusunun denklemini L(x) olarak yazimz. Bu
dogruyu kullanarak 1/2.05 degerini yaklagik olarak
hesaplayiniz.

Bu yaklasimi bir tanim olarak yazalim.

f, x = a noktasinda tiirevlenebilir ise
L(x) = f(a)+ f'(a)(x —a)

fonksiyonuna f’nin a noktasindaki lineerlestirmesi denir.
a noktasina yaklasimin merkezi denir ve x, a’ya yakin
iken

f(x)~ L(x)
yaklasimi gecerlidir.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 44: f(x)= 4/x fonksiyonunun x = 4 noktasindaki
lineerlestirmesini bulunuz ve bunu kullanarak +'4.1 degerini

yaklasik olarak hesaplayiniz.

Diferansiyeller

Tiirevi, x’teki kiiciik bir degisimin y’de yaratacag: degisimi

tahmin etmek icin kullanalim.

y = f(x) tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. dx

bagimsiz bir degiskendir; y’nin diferansiyeli ise
dy = f'(x)dx

ile tamimlanir. dx = Ax kii¢lik iken Ay ~ dy olur.

ORNEK 45: y = x Inx fonksiyonunun dy diferansiyelini

bulunuz. x =1 ve dx = 0.2 iken dy degerini hesaplayiniz.
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Diferansiyelle tahmin Alighrmalar ve Problemler
Bir 6rnek iizerinden, diferansiyel kullanarak bir degerin nasil
o s 1. Asagidaki fonksiyonun tiirevini tiirevin tanimini
yaklasik hesaplandigini gorelim. o
kullanarak bulunuz. Ardindan x = 2 noktasindaki teget
ORNEK 46: f(x)= 4/x fonksiyonunu a = 25 merkezli ve dogrusunun denklemini yaziniz.
dx =1 alarak kullanip +'26 degerini yaklasik olarak 3
hesaplayiniz. fl)= x+1
N
E
o
(8]
c
£
" 3
ORNEK 47: Bir silindirin yiiksekligi 20 cm ve yarigapt 5 cm S
olarak Olciilmiistiir. Yaricap Olciimiindeki hata en fazla §
0.2 cm’dir. Diferansiyel kullanarak hacim hesabindaki S
tahmini hatay1 ve yiizde hatay1 bulunuz. é’)

2. Asagidaki fonksiyonun x = 1 noktasinda tiirevlenebilir
olmasi igin a ve b sabitlerinin almasi gereken degerleri
bulunuz.

x3, x<1

fx)=

ax+b, x>1
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3. Asagida y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Grafige bakarak asagidakileri bulunuz.
a. f'(=2), f'(0), f'(2) ve f’(4) degerlerini bulunuz.

b. f fonksiyonunun tiirevlenebilir olmadig1 noktalar:
bulunuz.

4. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

+1
a. y =sin®(2x) b. y=1n(—x 1),X>1
x

5. x2—xy + y% = 3 egrisinin yatay teget dogrularinin
bulundugu noktalar1 bulunuz.

6. x>0iciny = x* fonksiyonunun tiirevini bulunuz ve
y’(1) degerini hesaplayiniz.

(®) ertansinansahin.com)

7. x > 0 igin f(x) = arctan x + arctan(1/x) fonksiyonunun

tlirevini bulunuz.

8. Boyu 5 m olan bir merdiven, diisey bir duvara dayalidir.
Merdivenin alt ucu yerde, duvardan uzaklasacak bicimde
2 m/s hizla kaymaktadir. Alt u¢ duvardan 3 m uzakta iken
asagidakileri bulunuz.

a. Merdivenin {ist ucu duvar boyunca ne hizla asagi
kaymaktadir?

b. Merdivenin yerle yaptig1 6 agisi ne hizla
degismektedir?

9. f(x) = e* fonksiyonunun x = 0 noktasindaki
lineerlestirmesini bulunuz ve bunu kullanarak %% degerini

yaklasik olarak hesaplayiniz.
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Cevaplar 23 D=y4 f_3 D_j13-4.3
Ornek sorular 24 a. 2xe”  b.—5sin(5x+2) c. 2xsec®(x?)
1 f'(1)=4, y=4x-2 25 y' =—3¢sin(e>)
/ _1 3_ 4 2 __ 8 X
2 f(1)=4 26 a. 5(x®—2x)*(3x*—2) o e
3 a. 10m/s (ylikseliyor)  b. —10 m/s (diistiyor) 27 y'=(1 —2x2) e
4 f'(x)=3x% 3, 0, 12 28 Ly =—% iiy=-%
_ 1 1 eX—
5 f/(x) - m: f/(g) -6 29 a. _3‘}/2% b. zyzx
6 f/(£1)=0; (—1,1)arahginda f' <0 30 y'= i, ¥’ = _%
P e 1 e s X 5
7 1, —1; tiirevlenebilir degildir 31 ay=—3x+3 b y=2x-1
8 tiirevlenebilirdir, f'(1)=2 32 1
9  Tiirevlenebilir degildir; f, x = 1’de siireksizdir. 33 a ; 62x+ - b.lnx+1 c cotx
X
10 asxt b civx d 3V 34 a 2022 b mZ=  c3(1+xln3)
(€)
Y _ .3 _ gy _ x2/xF1 (2 1 3
AL dx X oxs 7 8 35 = X(x—;)g (; + 2(x+1) - E)
[
c ) .
12 f/(x)=2e*—10x; f'(0)=2 § 36 y/ = xsinx (cosxlnx+ ¥)
@
(=
13 (x) =5x* f'(x)g'(x)=6x3; esitdegildir @ 5 e 2
(f&)(x) ) g'(x) sit deg g 37 a == Db gm o A=
14 y =5x*+6x>—8 2 1 b i x
@ 38 a. PWeLeres) . aresinx + it
— x(x+6)
15y =Gy 39 £ =1cm/dk
12 6 24
16 -2 & v » 40 a Lm/s b Zm/s
17 § =8nr; 24nm’/m 41 a. —2cm?/s b.2cm/s
— Q42 —6f—
a. v(t)=3t*—18t +24, a(t)=6t—18 42 % =_% birim/s (azaliyor)
18 b.t=2vet=4
43 L(x)=3—%% L(2.05)=0.4875
c. t = 1: siirat azaliyor; t =>5: siirat artiyor
44 Lx)=7+1 V/41~2.025
a. C'(x)=10+2x
19 .
b. C’(20) = 50 lira, C(21)— C(20) = 51 lira 45 dy=(nx+1)dx; dy=0.2
a. 6x2—4sinx  b. 3x%sinx +x3cosx 46 v26~5.1
20
__xsinx+2cosx
s 47  40mcm®, %8
a. v(t) =8cost, a(t)=—8sint
21 5
b.s=8cm, y=0, a=—8an/s Alishrmalar ve problemler
22 a. 3secxtanx+2csc?x  b. e¥secx (1 +tanx)

1

flO)=—he y=-—

W=
+
wlw
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3 a1l 0 —2, 1 b.x=-1, x=1, x=3

4 a. 6sin’(2x)cos(2x) b. ——2

x2—1

5 (1,2)ve(—1,-2)

6 y =x(xlnx+x); y'(1)=1
7  f'(x)=0

8 a. %m/s b. —% rad/s

9 L(x)=1+x; e*®~1.05

@ertansinansahin.com}
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Kapali Araliklarda Fonksiyonlarin
Ekstremum Degerleri

Bir fonksiyonun bir aralikta aldig1 en biiyiik ve en kii¢lik
degerleri tiirev yardimiyla nasil bulacagimizi inceleyelim.

Once bu degerleri tanimlayalim.

f fonksiyonunun tanim kiimesi D ve ¢ € D olsun.

Her x € D ic¢in f(x) < f(c) oluyorsa f fonksiyonunun
D iizerinde ¢ noktasinda bir mutlak maksimum degeri
vardir; her x € D icin f(x) = f(c) oluyorsa ¢ noktasinda
bir mutlak minimum degeri vardir. Maksimum ve
minimum degerlere f fonksiyonunun ekstremum
degerleri denir.

ORNEK 1: Asagida y = x? fonksiyonunun grafigi dort farkli
tanim kiimesi tizerinde verilmistir. Her birinde fonksiyonun,

varsa, mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerini

bulunuz.
a. (—oo0,00) c. (0,3]
b. [0,3] d. (0,3)
Yy Y
a A b.
> X
0 0
y y
[¢ A d. -
5 > 5 > X

video izle

Kapali aralikta siirekli bir fonksiyonun ekstremum
degerlerinin var oldugunu sdyleyen uc¢ deger teoremini ifade

edelim.

f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda siirekli
ise f, bu aralikta bir mutlak maksimum degeri M ve
bir mutlak minimum degeri m alir; yani f (x;) = m ve
f(x,) = M olan x;,x, € [a, b] noktalar vardir ve her
x €[a,b]icinm < f(x) <M olur.

y y

A A
: — ‘ — X
a b a b

y y

A A
: — ‘ — X
a b a b

@ ertansinansahin.com)

Bir fonksiyonun yalnizca bir noktanin yakininda en biiyiik ya

da en kiiciik degeri almasini da tanimlayalim.

f fonksiyonunun tanim kiimesi D ve ¢ € D
olsun. ¢ noktasini igeren bir acik araliktaki her x € D icin
f(x) < f(c) oluyorsa f fonksiyonunun ¢ noktasinda bir
yerel maksimum degeri vardir; bu araliktaki her x € D
icin f(x) = f(c) oluyorsa ¢ noktasinda bir yerel minimum

degeri vardir.
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ORNEK 2: Asagida [a, b] kapal arahiginda tanimh ve siirekli
bir f fonksiyonunun grafigi verilmistir. Mutlak maksimum,
mutlak minimum, yerel maksimum ve yerel minimum

degerlerinin alindig1 noktalar1 belirleyiniz.

y

Bir fonksiyon yerel ekstremum degerini bir i¢ noktada
aliyorsa tiirevinin o noktada ne olmas: gerektigini

inceleyelim.

f fonksiyonu tanim kiimesinin bir c i¢
noktasinda yerel maksimum ya da yerel minimum degerini

aliyorsa ve f’(c) varsa f’(c) = 0 olur.

y y

/N

, . > X , / > X

Yerel ekstremum degerinin alinabilecegi noktalari bir ad

altinda toplayalim.

f fonksiyonunun tanim kiimesinin bir c i¢
noktasinda f’(c) = 0 ise ya da f’(c) yoksa ¢ noktasina f
fonksiyonunun bir kritik noktas1 denir.

Her kritik noktada yerel ekstremum degeri alinip

alimmadigini asagidaki iki grafik {izerinden tartisalim.

y y

>
>

@ ertansinansahin.com)

ORNEK 3: Asagidaki fonksiyonlarin kritik noktalarini
bulunuz.

¢ h(x)=vx2—1

a. f(x)=x*—4x3

b. g(x)=x%e*

Kapal: bir aralikta siirekli bir fonksiyonun mutlak ekstremum
degerlerini bulma yontemini yazalim.

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli iken mutlak
ekstremum degerleri su adimlarla bulunur:

1. (a, b) araligindaki kritik noktalar bulunur.

2. f fonksiyonunun kritik noktalardaki ve a, b u¢

noktalarindaki degerleri hesaplanir.

3. Bu degerlerin en biiyiigii mutlak maksimum, en

kii¢tigli mutlak minimum degeridir.

ORNEK 4: f(x)=x®—6x?+9x — 1 fonksiyonunun [0, 4]
araligindaki mutlak ekstremum degerlerini ve alindiklari
noktalar1 bulunuz.

ORNEK 5: f(x)= x —2Inx fonksiyonunun [1,4]
araligindaki mutlak ekstremum degerlerini ve alindiklari
noktalar1 bulunuz.
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ORNEK 6: f(x) = x + 2cosx fonksiyonunun [0, 7]
araligindaki mutlak ekstremum degerlerini ve alindiklar

noktalar1 bulunuz.

ORNEK 7:  f(x) = |x? — 4] fonksiyonunun [—3, 3]
araligindaki mutlak ve yerel ekstremum degerlerini,

alindiklan noktalarla birlikte bulunuz.

Ortalama Deger Teoremi

Once Rolle teoremini ifade edelim.

y = f(x) fonksiyonu [a, b] kapal araliginda
stirekli ve (a, b) acik arahi@inda tiirevlenebilir olsun.
f(a) = f(b)ise f'(c) = 0 olacak bicimde en az bir
¢ € (a, b) sayis1 vardir.

y y

N AVA

@ertansinansahin.com)

Rolle teoreminin sartlarindan biri saglanmazsa yatay tegetin
bulunmayabilecegini asagidaki ii¢ grafik iizerinden
tartigalim.

ORNEK 8: 2x —cosx = 0 denkleminin tam olarak bir gercel
¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

ORNEK 9: f(x) = x® —4x fonksiyonunun [—2,2] araliginda
Rolle teoreminin sartlarini sagladigini gosteriniz ve teoremin

sonucundaki ¢ degerlerini bulunuz.
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Rolle teoreminin bir genellemesi olan ortalama deger Bir 6rnek iizerinden, ortalama degisim hizi ile anlik degisim

teoremini ifade edelim. hiz1 arasindaki iligkiyi inceleyelim.

ORNEK 11: Bir bitkinin boyu 20 giinde 5 cm’den 45 cm’e

y = f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda gikmustir. Bitkinin boyunun zamanin siirekli ve tiirevlenebilir
stirekli ve (a, b) acik araliginda tiirevlenebilir ise bir fonksiyonu oldugunu varsayarak, bu siire i¢inde biiylime
F(b)—f(a) ) hizinin tam olarak 2 cm/giin oldugu bir an bulundugunu
b—a f1© gbsteriniz.

olacak bicimde en az bir ¢ € (a, b) sayisi1 vardir.

y
A

Ortalama deger teoreminin sonugclari

Ortalama deger teoreminin iki sonucunu yazalim.

Her x € (a,b)igin f'(x) = 0ise (a, b)
araliginda f(x) = C olan bir C sabiti vardir.

ORNEK 10: f(x) = x* fonksiyonu icin [1,3] araliginda
ortalama deger teoreminin sonucundaki ¢ degerini bulunuz. Her x € (a,b)icin f'(x) = g'(x) ise (a, b)

araliginda f(x) = g(x) + C olan bir C sabiti vardir.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 12: x > 0 icin f(x) = arctanx + arctan%
fonksiyonunun sabit oldugunu gosteriniz ve bu sabiti
bulunuz.
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ORNEK 13: Tiirevi f'(x) = )1( +2x (x > 0) olan ve grafigi

(1, 3) noktasindan gecen f fonksiyonunu bulunuz.

Bir 6rnek {lizerinden, bir cismin ivmesinden hiz ve konum

fonksiyonlarini nasil buldugumuzu goérelim.

ORNEK 14: Dogrusal hareket eden bir cismin ivmesi
a(t) = (6t —4) m/s¥dir. v(0)=2m/s ve s(0) =1 m ise
cismin v(t) ve s(t) fonksiyonlarini bulunuz.

Ortalama deger teoremi esitsizlik kanitlamada da kullanilir.

ORNEK 15: x > 0 icin In(1 + x) < x oldugunu gésteriniz.

@ertansinansahin.com)

Monoton Fonksiyonlar ve Birinci Turev
Testi

Bir fonksiyonun bir aralikta kesin arttigini ya da kesin

azaldigini tanimlayalim.

f fonksiyonu bir I araliginda tanimli olsun. I
icindeki her x; < x, i¢in f(x;) < f(x;) oluyorsa f
fonksiyonuna I iizerinde kesin artan, her x; < x, icin
f(x1) > f(x,) oluyorsa kesin azalan denir. Kesin artan ya
da kesin azalan bir fonksiyona I iizerinde kesin monoton
denir.

Bazi kaynaklarda “monoton artan” ifadesi x; < x,
icin f(x;) < f(x,) olan (azalmayan) fonksiyonlar icin
kullanilir; bu tanima gore sabit fonksiyon da monoton
artandir. Biz bu derste “artan” ve “azalan” sozciiklerini tek
bagina kullanmayip her zaman kesin artan, kesin azalan

diyecegiz.

Tiirevin isaretinin fonksiyonun kesin artan ya da kesin azalan

olmasini nasil belirledigini ifade edelim.

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve
(a, b) araliginda tiirevlenebilir olsun. Her x € (a, b) icin
f’(x) > 0ise f fonksiyonu [a, b] {izerinde kesin artandir;
her x € (a,b)icin f'(x) < Oise f fonksiyonu [a, b]
tizerinde kesin azalandir.

y

f/(x) > 0 (yada f’(x) < 0) olup f’ yalmz sonlu
sayida noktada sifir oluyorsa f yine kesin artandir (kesin

azalan icin de benzer); érnegin f (x) = x3.
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ORNEK 16: f(x) = 2x®—9x?% + 12x — 3 fonksiyonunun kritik
noktalarini bulunuz ve hangi acik araliklarda kesin artan,

hangi acik araliklarda kesin azalan oldugunu belirleyiniz.

Kritik bir noktada tiirevin isaret degistirip degistirmedigine

bakarak yerel ekstremum degerlerini siniflandiralim.

f siirekli bir fonksiyon ve c, f fonksiyonunun
bir kritik noktas1 olsun; ayrica f, ¢ noktasini iceren bir
araligin ¢ disindaki her noktasinda tiirevlenebilir olsun.
Soldan saga gidildiginde

1. f’ negatiften pozitife geciyorsa f fonksiyonunun c
noktasinda bir yerel minimum degeri vardir,

2. f' pozitiften negatife gegiyorsa f fonksiyonunun ¢

noktasinda bir yerel maksimum degeri vardir,

3. f’isaret degistirmiyorsa f fonksiyonunun ¢

noktasinda yerel ekstremum degeri yoktur.
Yy y Yy

N

> X . > X ¢ > X
C C C

Tanim kiimesinin bir u¢ noktasinda yalnizca bir
taraf vardir; f’ ug noktaya yakin tarafta negatifse sag ucta
yerel minimum, pozitifse yerel maksimum vardir (sol ugta

tersi).

@ertansinansahin.com)

ORNEK 17: f(x) = +/x (x — 3) fonksiyonu [0, 00) tanim
kiimesinde veriliyor.
a. Kritik noktalarini bulunuz.

b. Kesin artan ve kesin azalan oldugu acik araliklari
belirleyiniz.

c. Yerel ve mutlak ekstremum degerlerini bulunuz.

ORNEK 18: f(x) = x2e™™ fonksiyonu icin asagidakileri
bulunuz.

a. Kesin artan ve kesin azalan oldugu acik araliklari.

b. Yerel ve mutlak ekstremum degerlerini.
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ORNEK 19: f(x) = x> —5x° fonksiyonunun kritik
noktalarini bulunuz ve her birinde yerel ekstremum degeri

alinip alinmadigini birinci tiirev testiyle belirleyiniz.

Bir 6rnek iizerinden, bir fonksiyonun tiirevinin grafiginden
fonksiyonun kesin artan ve kesin azalan oldugu araliklar

nasil okudugumuzu gorelim.

ORNEK 20: Asagida tiirevlenebilir bir f fonksiyonunun
tiirevi f’ fonksiyonunun grafigi verilmistir. f fonksiyonunun
kesin artan ve kesin azalan oldugu agik araliklari ve yerel

ekstremum noktalarini belirleyiniz.

(®) ertansinansahin.com)

Konkavlik ve Egri Cizimi

Bir fonksiyonun grafiginin hangi yone egildigini tiirev

yardimiyla inceleyelim. Once konkavhigi tanimlayalim.

f tiirevlenebilir bir fonksiyon ve I bir acik
aralik olsun. f’ fonksiyonu I iizerinde kesin artan ise f
fonksiyonunun grafigine I {izerinde yukar1 konkav, f’

fonksiyonu I {izerinde kesin azalan ise asag1 konkav denir.

y y

PR
N

Konkavligi ikinci tiirevin isaretinden de belirleyebiliriz.

f fonksiyonu I agik arali§inda iki kez
tiirevlenebilir olsun. Her x € I icin f”(x) > Oise f
fonksiyonunun grafigi I iizerinde yukar1 konkavdir; her
x € icin f”(x) < 0 ise asag1 konkavdir.

ORNEK 21:  f(x) = x*—6x? fonksiyonunun grafiginin yukari

konkav ve asag1 konkav oldugu acik araliklar1 belirleyiniz.
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Konkavligin degistigi noktalar1 tanimlayalim.

f fonksiyonunun grafiginin (c, f (¢)) noktasinda
bir tegeti varsa ve konkavlik bu noktada degisiyorsa
(¢, f(c)) noktasina grafigin bir biikiilme noktasi denir.

y y

\J
=
\J
=

ORNEK 22: Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerinin orijinde
(0, 0) biikiilme noktasi olup olmadigini belirleyiniz.

a. f(x)=x°
b. f(x)=x®

e f(x)=x*3

ikinci tiirevi, kritik noktalarda yerel ekstremum degerlerini
siniflandirmak icin de kullanabiliriz.

f” fonksiyonu ¢ noktasini iceren bir acik
aralikta siirekli olsun.

1. f'(c) = 0ve f”(c) < Oise f fonksiyonunun c
noktasinda bir yerel maksimum degeri vardur,

2. f'(c) = 0ve f”(c) > Oise f fonksiyonunun ¢
noktasinda bir yerel minimum degeri vardir,

3. f'(c) = 0ve f”(c) = 0O ise test sonug vermez; f
fonksiyonu ¢ noktasinda yerel maksimum ya da yerel
minimum degeri alabilir, hi¢cbir ekstremum degeri de
almayabilir.

@ ertansinansahin.com)

ORNEK 23: Asagidaki fonksiyonlarin kritik noktalarini ikinci
tlirev testiyle siniflandiriniz. Test sonug vermiyorsa birinci

tiirev testini kullaniniz.

a. f(x)=2x>—9x2+12x—3
b. f(x)=x5%—5x3

Simdiye kadar 6grendiklerimizi birlestirerek bir fonksiyonun

grafigini cizelim.

m y = f(x) fonksiyonunun grafigi su adimlarla ¢izilir:
1. Tanim kiimesi bulunur, simetriye bakilir.
2. f’ve f” tirevleri bulunur.

3. Kritik noktalar bulunur ve her birinde fonksiyonun

davranisi belirlenir.

4. Fonksiyonun kesin artan ve kesin azalan oldugu
araliklar bulunur.

5. Biikiilme noktalar1 bulunur ve konkavlik belirlenir.
6. Asimptotlar bulunur.

7. Eksenleri kestigi noktalar ve yukarida bulunan

noktalar isaretlenerek grafik ¢izilir.
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ORNEK 24: f(x) = x*—4x® fonksiyonunun grafigini ciziniz;
ekstremum degerlerini, biikiilme noktalarini ve

asimptotlarini belirtiniz.

ORNEK 25: f(x)= 2=

ekstremum degerlerini, biikiilme noktalarini ve

fonksiyonunun grafigini ¢iziniz;

asimptotlarini belirtiniz.

@ertansinansahin.com)

Tiirevin grafiginden fonksiyonun konkavligini nasil

okuyacagimizi gorelim.

ORNEK 26: Asagida tiirevlenebilir bir f fonksiyonunun
tirevi f’ fonksiyonunun grafigi verilmistir. f fonksiyonunun
grafiginin yukar1 konkav ve asagi konkav oldugu acik
araliklan ve biikiilme noktalarini belirleyiniz. Grafigin

gosterildigi bicimde her iki yonde devam ettigini kabul

ediniz.
Y
y=f'(x)
] + > X
p q

Belirsiz Bigimler ve L'Hospital Kurali

Pay ve paydasi birlikte sifira ya da sonsuza giden oranlarin
limitlerini tiirev yardimiyla nasil bulacagimizi inceleyelim.

Once bu limitleri adlandiralim.

x — a iken f(x) ve g(x) ikisi de 0’a gidiyorsa

lim fx)

x=a g(x)
limiti g belirsiz bicimindedir; ikisinin de mutlak degeri
+00’a gidiyorsa (her biri +00 ya da —oo olabilir) =
belirsiz bicimindedir. Tanimda a yerine a*, a”, +00 ya
da —oo de olabilir.
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Bu bicimlerdeki limitleri tiirevlerin oranina doniistiiren

kurali ifade edelim.

L’Hospital Kurali. a noktasini iceren bir agik
aralikta, a disindaki her noktada f ve g tiirevlenebilir
olsun ve bu noktalarda g’(x) # 0 olsun.

e
xX—a g(x)

limiti % ya da 2 belirsiz bicimindeyse ve
lim Y
x=a g'(x)

limiti varsa (oo olabilir)

L fx) ()
m=—-—==1im

li
x—a g(x) x—a g’(x)

olur. Kural x — a* ve x — %00 icin de gegerlidir (aralik

uygun bicimde alinir).

Pay ve paydanin tiirevleri ayr1 ayr1 alinir; oranin
£ ’

g

uygulanir; her adimda bicimi yeniden denetle.

tlirevi ( ) alinmaz. Kural yalniz g ve <2 bigiminde

ORNEK 27: Asagidaki limitleri hesaplayimz.

e —1 . x—arctanx
a. lim — c. lim——=
x—0 sin2x x—0 x3
. x>—3x+2
b. lim

x—=1 x4 —4x+3

@ertansinansahin.com)

ORNEK 28: Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

Inx n Inx

Cc. lim
x—0* cotx

Diger belirsiz bicimleri oran bi¢imine getirelim.

m lim £ (x) g(>x) limiti O - co bi¢imindeyse f - g = lfﬁ
yazilarak, lim ( f(x)— g(x)) limiti oo — oo bicimindeyse

ortak payda alinarak % ya da = bicimine getirilir.

ORNEK 29: Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

a. lim x(e*—1) b. lin}(li— ! 1)
X—00 x— nx X —

42



Kalkiilts

Turev Uygulamalar

1%, 0° ya da 00° bicimindeki limitleri de logaritma alarak

oran bigimine getirebiliriz.

¥ = £ (x)*™) icin 6nce
limlny =limg(x)Inf(x)=1L

imiti bulunur; sonra y’nin limiti e* olur.
limiti bul ; 'nin limiti e® ol

ORNEK 30: Asagidaki limitleri hesaplayimniz.

a. lim x* c. lim (x? +1)VIx
x—0t X—00

b. lim(cosx)'/**
x—0

ORNEK 31: Asagidaki limiti bulunuz.
. X+sinx
lim ———

X—00 X

Bu limitte L'Hospital Kurali sonug verir mi?

(®) ertansinansahin.com)

Uygulamal Optimizasyon

Bir biiytikliigiin en biiyiik ya da en kii¢lik degerini bulmay1
gerektiren problemleri tiirev yardimiyla ¢ézelim. Uygulamali

bir optimizasyon problemi su adimlarla ¢oziiliir:

1. Problem okunur; verilenler ve en biiyiik ya da en
kii¢iik yapilacak biiyiikliik belirlenir, sekil ¢izilir.
2. Degiskenler adlandirilir ve aralarindaki bagintilar

yazilir.

3. Biiyiikliik tek degiskenli bir fonksiyon olarak yazilir ve

tanmim kiimesi belirlenir.

4. Kritik noktalar ve uc noktalar incelenir; sonu¢ sorunun
cevabi olarak yazilir. Tanim kiimesi kapali aralik
degilse, tek kritik noktada f’ isaret degistiriyorsa ya da
f” tim aralikta aym isareti koruyorsa bu nokta mutlak
ekstremumdur; tanim kiimesine dahil bir u¢ nokta

varsa degeri de karsilastirilir.

ORNEK 32: Taban yaricap1 6 ve yiiksekligi 12 olan dik
dairesel bir koninin icine, tabani koninin tabani tizerinde
olacak sekilde dik dairesel bir silindir yerlestiriliyor. Sekilde
koni ve silindir goriilmektedir; silindirin yaricap1 x,
yiiksekligi h ile gosterilmistir. Hacmi en biiyiik olan silindirin

yarigapini, yiiksekligini ve hacmini bulunuz.

12
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Ekonomideki optimizasyon problemlerinde kullanilan bir

sonucu ¢ikaralim.

r(x) gelir, c(x) maliyet ve K(x) = r(x) — c(x)
Kkar olsun. Kér bir i¢ noktada en biiyiikse K'(x) = 0, yani
r’(x) = ¢’(x) olur: marjinal gelir marjinal maliyete esittir.

ORNEK 33: Bir iiriiniin x adedi satilirken birim fiyat
p(x) =120 — 2x liradir. Uretimin maliyeti c(x) = 300 + 20x
liradir.

a. Kari en biiyiik yapan {iretim miktarini, birim fiyati ve
kar1 bulunuz.

b. En fazla 20 adet {iretilebiliyorsa ayni soruyu

yanitlayiniz.

ORNEK 34: Bir iiriiniin x yiiz adedinin {iretim maliyeti
c(x) = 2x% + 18x + 98 bin liradir. Ortalama (birim) maliyeti
en kiiciik yapan iiretim miktarini bulunuz; bu miktarda

ortalama maliyeti marjinal maliyetle karsilastiriniz.

(®) ertansinansahin.com)

ORNEK 35: Genisligi 1 km olan diiz bir nehrin bir kiyisinda A
noktasi, karsi kiyida ise A'nin tam karsisindaki noktadan 3
km asagida B noktasi bulunmaktadir. A’dan B’ye bir boru
hatti, nehir icinde A’dan kars1 kiyidaki bir P noktasina,
oradan kiy1 boyunca B’ye dosenecektir. Boru hattinin
kilometre basina maliyeti nehirde 5 bin lira, karada 3 bin
liradir. P noktasi A'nin karsisindaki noktadan ka¢ km uzakta

olmalidir ve en az maliyet nedir?
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Newton Yontemi

Cozilimii bir formiille verilemeyen denklemlerin koklerini,
teget dogrularindan yararlanarak cogu durumda istedigimiz
duyarlilikta bulabiliriz. Once yéntemin formiiliinii bir grafik
iizerinde tiiretelim.

y
A

o fre)) /7 =)

f(x) = 0 denkleminin bir kokii Newton yontemiyle su
adimlarla yaklasik bulunur:

1. Koke yakin bir x, secilir (grafik ya da ara deger
teoremi yardimei olur).
2. f’(x,) # 0 olmak {izere

f(xn)
f(x)

Xn1 = Xp

ile x;, x5, ... hesaplanir.

3. X, ile x, istenen basamaga kadar ayni olunca
durulur.

ORNEK 36: x*—10 = 0 denklemine Newton yontemini
xo = 2 ile baglayarak uygulayip V10 sayisini yaklasik
bulunuz. x, ve x, degerlerini dort ondalik basamaga kadar

hesaplayiniz.

(®) ertansinansahin.com)

ORNEK 37: a > 0 icin x> —a = 0 denklemine (f (x) = x> —a)
Newton yontemini uygulayarak x,, i¢in sadelesmis bir
formiil yaziniz. Bu formiille a = 7 ve x, = 3 i¢in x, degerini

bulunuz.

ORNEK 38: Asagida kesin artan ve yukar1 konkav bir f
fonksiyonunun grafigi, kokii r ve baglangic degeri x, > r
verilmigtir. Newton yonteminin x; ve x, degerlerini grafik
iizerinde gosteriniz. x,, X, ... degerleri r sayisinin hangi

tarafinda kalir ve dizi nasil davranir?

y
A

Newton yontemi her zaman aradigimiz koke yakinsamaz:
baslangic noktasi ve egrinin bi¢imi, dizinin hangi kéke
gidecegini belirler. Asagidaki grafiklerde yontemi x, ile
baglatalim.

Y=/ y=f@)

\ / AN
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Terstlrevler

Tiirevi bilinen bir fonksiyonu bulma islemini ele alalim. Once

buldugumuz fonksiyona ad verelim.

I bir aralik olsun. Her x €I igin F/(x) = f(x) ise
F fonksiyonuna f fonksiyonunun I {izerinde bir terstiirevi

denir.

ORNEK 39: Asagidaki fonksiyonlarin birer terstiirevini
bulunuz.

a. f(x)=4x® c. h(x)= + 33

1+ x2

b. g(x)=sec®x

Asagida f (x) = x> — 1 fonksiyonunun birkag terstiirevinin
grafigi goriiliiyor; bir fonksiyonun terstiirevlerinin birbiriyle
iliskisini inceleyelim.

Il
o = N

<Y

OO0 o00n
(It

|

-

I
|
N

).
({

F fonksiyonu f fonksiyonunun bir I
araligindaki terstiirevi ise f fonksiyonunun I araligindaki

her terstiirevi, bir C sabiti i¢in F(x) + C bigimindedir.

@ ertansinansahin.com)

Bir fonksiyonun biitiin terstiirevlerini tek ifadeyle yazmamizi

saglayan gosterimi tanimlayalim.

f fonksiyonunun I iizerindeki biitiin

terstiirevlerinin olusturdugu kiimeye f fonksiyonunun

belirsiz integrali denir ve

ff(x)dx ile gosterilir. F, f

fonksiyonunun bir terstiirevi ise

ff(x)dx:F(x)+C

yazilir. Burada f(x) integrali alinan fonksiyon, x

integral degiskeni, C ise integral sabitidir.

Tiirev ve belirsiz integral, birbirinin tersi olarak

calisir:

%Jf(x)dx=f(x), JF’(x)dx=F(x)+C.

Bildigimiz tiirev formiillerini tersten okuyarak temel

integralleri yazalim. Tabloda k # O bir sabittir.

Integral Sonug
xn+1
"d +C —1
1
fsinkxdx % coskx +C
1 .
fcoskxdx Esmkx—kC
1
f sec? kx dx % tankx + C
5 1
csc” kx dx —=cotkx+C
k
1
fseckxtankxdx Eseckx+C
fcsckxcothdx —% csckx +C
e* dx lekx +C
k
akx
a* dx +C (a>0,a#1)
klna
dx
— In|x| + C (x # 0, her aralikta)
X
dx 1
_— —arcsinkx +C (Jkx|<1)
f 1_Rx? k
dx 1
f m E arctankx + C
dx
arcsec|x|+C (|x|>1)
xvxz—1
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Belirsiz integralin toplam ve sabitle carpim karsisindaki
davranigini yazalim.

\[®JH k bir sabit olmak iizere
J kf(x)dx = kjf(x)dx,
J () £g(x))dx = Jf(x)dx + J g(x)dx

olur. Ay integrallerin sabitleri tek bir C sabitinde

birlestirilir.

ORNEK 40: Asagidaki belirsiz integralleri hesaplayiniz.

a. f x> dx d. f sec? % dx
dx

b. Jxdx e. _

f J v1—9x2

c. fcos4xdx f JIOZ" dx

(®) ertansinansahin.com)

ORNEK 41: Asagidaki belirsiz integralleri, integrali alinan

ifadeyi 6nce uygun bicime getirerek hesaplayiniz.

J x3—24/x
a. | ———

x2

b. J cos? x dx

c. ftanZBx dx

dx (x>0)

ORNEK 42: Asagidaki esitliklerin dogru oldugunu tiirev
alarak gosteriniz.

b'e
a. ———dx=Vx24+1+C
JVx2+1

b. flnxdxlenx—x—i—C (x>0)

Baslangic deger problemleri

Tiirevi ve bir noktadaki degeri verilen fonksiyonu bulma

problemlerini tanimlayalim.

Bir fonksiyonu ve tiirevlerini iceren denkleme
diferansiyel denklem denir; bu boliimde % = f(x)ve
a2y _
dx2 —

¢oziimleri f fonksiyonunun terstiirevleridir: y = F(x)+C

f(x) tirlerini ele alacagiz. Birinci tiirden denklemin

(genel ¢oziim); ikinci tiirevli denklemin genel ¢6zlimii iki
sabit icerir. Denklemle birlikte bir y(x,) = y, baslangi¢
kosulu verilmisse bu probleme baslangi¢ deger problemi,
kosulu saglayan c¢éziime 6zel ¢bziim denir. ikinci tiirevi

iceren problemlerde iki baslangic kosulu verilir.
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ORNEK 43: Asagidaki baslangic deger problemini

” - . e
—3 < x < 7 araliginda ¢éziiniiz.

d
Y sec?x+ 3x%, y(0)=2
dx

ORNEK 44: Asagidaki baslangic deger problemini ¢oziiniiz.
d2

&) o sinx+ 6x, y'(0)=2, y(0)=1
dx2

Dogrusal harekette terstiirev

Dogrusal hareket eden bir cismin ivmesinden 6nce hizini,

sonra konumunu bulalim.

ORNEK 45: Yerden 25 m/s ilk hizla diisey yukar atilan bir
tasin ivmesi sabit ve asag1 yonli 10 m/ s? degerindedir (hava
direnci yoktur). Yukar1 yonii pozitif alarak asagidakileri
bulunuz.

a. Tasin ¢iktig1 en biiyiik yiiksekligi.

b. Tasin yere carptig1 ani ve o andaki hizini.

Alistirmalar ve Problemler

@ertansinansahin.com)

1. f(x) = x® — 12x + k fonksiyonunun [—3, 3] araligindaki
mutlak maksimum degeri 15’tir. k sabitini ve f
fonksiyonunun bu araliktaki mutlak minimum degerini

bulunuz.
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2. f fonksiyonu her x icin tiirevlenebilir olsun, f (1) =—2 ve
her x i¢in 1 < f’(x) < 4 olsun. Ortalama deger teoremini
kullanarak f (5) icin bir alt ve bir st sinir bulunuz.

3. f(x) = x®+ kx? + 3x + 1 fonksiyonunun R iizerinde kesin

artan olmasi i¢in k hangi degerleri almalidir?

4. f(x)=x®+ax®+ bx + ¢ fonksiyonunun grafiginin (1,—1)
noktasinda biikiilme noktasi oldugu ve f fonksiyonunun

x = 2 noktasinda yerel ekstremum degeri aldig1 biliniyor. a,
b ve c sabitlerini bulunuz.

5. Asagidaki limitin sonlu bir gercel say1 olmasi icin a kag

olmalidir? Bu a degeri icin limiti hesaplayiniz.
. ax—sinx
lim ———

x—0 x3

@ertansinansahin.com)

6. L uzunlugundaki bir tel iki parcaya boliintiyor; bir
parcadan kare, digerinden daire yapilacaktir. Karenin ve
dairenin alanlar1 toplaminin en kiigiik ve en biiyiik olmasi
icin tel nasil boliinmelidir? En kiiciik ve en biiyiik toplam

alanlar1 L cinsinden bulunuz.
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7. Asagidaki fonksiyonun asimptotlarini, artan ve azalan
oldugu araliklari, yerel ekstremum degerlerini ve
konkavligini inceleyerek grafigini ¢iziniz.

x2

fx)=

x—1

@ertansinansahin.com)

Cevaplar

Ornek sorular

10

11

12

13

14

15

16

17

18

a. min. 0, maks. yok  b. maks. 9, min. 0

c. maks. 9, min. yok  d. ikisi de yok

mutlak maks. x = r, mutlak min. x =¢q

yerel maks. x = p,r, yerel min. x =a,q, b
a.x=0,3 b.x=0,2 c x=-1,0,1

maks. 3 (x=1,4) min. -1 (x=0,3)

maks. 4—4In2 (x =4) min. 2—2In2 (x =2)
maks. «/§+§ (x=1¢%) min. %"—ﬁ(x:%“)
mutlak maks. 5 (x = £3), mutlak min. 0 (x = +2)
yerel maks. 5 (x = +3), 4 (x =0)

yerel min. 0 (x = +2)

f(x)=2x—cosx: f(0)=—1, f (%) =7

f'(x)=2+sinx >0

=412
C=*7

- /B
C=vs3
45—5

=5> = 2 cm/glin

flx)=3

f(x)=Inx+x*+2

v(t)=3t2—4t+2 s(t)=t3—2t2+2t+1
Videoya gidiniz.

kritik: x =1,2  kesin azalan: (1,2)
kesin artan: (—o0,1), (2, 00)

kritik: x =1  yerel maks. f(0)=0
kesin azalan: (0, 1), kesin artan: (1, c0)

yerel ve mutlak min. f(1) = —2, mutlak maks. yok

kesin azalan: (—o0,0), (2, 00), kesin artan: (0, 2)
yerel ve mutlak min. f(0)=0

yerel maks. f(2) = 4e2, mutlak maks. yok
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20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

kritik: x = —+/3,0,+/3  x = 0’da ekstremum yok

yerel maks. f(—+/3) = 6+/3
yerel min. f(+/3) =—6+/3

kesin azalan: (—oo,p), (r,00)  Kkesin artan: (p,r)
yerel min. x = p, yerel maks. x =r

x = g’da ekstremum yok

yukari konkav: (—o0,—1), (1, 00)

asagi konkav: (—1,1)

a.var b.yok c.yok

a. yerel maks. f(1) =2, yerel min. f(2)=1
b. yerel maks. f(—+/3) =643
yerel min. f(+v/3) =—6+/3

x = 0’da test sonucsuz, ekstremum yok

mutlak min. f(3)=—27, mutlak maks. yok

biikiilme noktalari: (0,0), (2,—16)  asimptot yok
mutlak maks. f(1) = %, mutlak min. f(—1) = —%
biikiilme noktalari: x =0,++/3  asimptot: y =0

yukar1 konkav: (—oo, p), (g, 00)

@ ertansinansahin.com)

asagi konkav: (p,q)  biikiilme noktalari: x = p,q

a0 b.0O cO

a.l b. %

a.l b.e?2 c e

limit: 1  kural sonug vermez:
(”i;:”)/ =1+ cos x, limiti yoktur
x=4,h=4 V=64n

a. x =25, p = 70 lira, kar 950 lira
b. x =20, p = 80 lira, kar 900 lira
x =7 (yliz adet)

ortalama maliyet = ¢’(7) = 46 (bin lira/yiiz adet)

x = % km  en az maliyet: 13 bin lira
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37

38

39

40

41

42

43

44

45

X, =2 ~2.1667

3 Xy A 2.1545

1 a
Xn+1 = E(XH+Z)

x, =%, x, =2 ~2.6458

X1, X5, ... > 1; dizi azalarak r’ye yaklasir

a.x* b.tanx c. arctanx +e>
a. —4%+C b. #x54+C < %sin4x+C

. 2
d.3tan3 +C e %arcsm3x+C f. 211?110 +C

2

X 4 X sin2x
a.7+¢—;+C b'5+T+C

c. %tanSx—x+C

a.( x2+1)/=4

b. (xlnx—x) =Inx
x2+1

y=tanx +x3+2
y=x3+3x+1—sinx

a.31.25m b.t=5s, v=—25m/s

Algtirmalar ve problemler

k=-1 mutlak minimum: —17
2<f(5)<14

—3<k<3

a=-3, b=0, c=1

a=1 limit: %

en kiiciik: kare parcast %, alan 4(7Lr—i4)

. . . 2
en biiyiik: tel tamamen daire, alan ﬁ—n

diisey asimptot x =1
egik asimptot y = x + 1
yerel maks. f(0)=0

yerel min. f(2) =4
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A UNITE

INTEGRASYON UYGULAMALAR]

Kesit Alaniyla Hacim Hesabi

Paralel yiizeylerle dilimleme yaparak hacim hesabinin nasil
yapilacagini tartisalim. Hacmin matematiksel tanimini

yapalim.

x = a’dan x = b’ye kadar olan, integrallenebilir
bir A(x) kesit alanina sahip kati bir cismin hacmi, A

fonksiyonunun a’dan b’ye kadar olan integralidir:

b
V= J A(x)dx

ORNEK 1: Taban kenar uzunlugu a ve yiiksekligi h olan bir

kare dik piramidin hacmini hesaplayiniz.

@ ertansinansahin.com)

[=

video izle

Dénel cisimler: disk yontemi

Donel cisimlerin ne oldugunu ve nasil elde edildigini
inceleyelim. Hacim hesaplamada kullanilan disk yontemini

aciklayalim ve matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 2: y = x? egrisi, 0 < x < 1 aralig1 ve x-ekseni
arasinda kalan bolge, bir kati cisim olusturmak {izere
x-ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Olusan bu donel cismin

hacmini integral yardimiyla hesaplayiniz.

Ay
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integrasyon Uygulamalari

Kalkills

ORNEK 3: y = /x egrisi, y = 2 dogrusu ve x = 0 dogrusu
ile sinirlanan boélgeyi géz 6niine aliniz. Bu bolgenin y =2
dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin

hacmini veren integrali yaziniz.

y-ekseni etrafinda dénme durumu icin hacim hesabini

matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 4: x = y? parabolii ile x = 1 dogrusu arasinda kalan
bolgeyi g6z 6niine aliniz. Bu bolgenin x = 1 dogrusu
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini

veren integrali yaziniz.

@ertansinansahin.com)

Doénel cisimler: pul yontemi

Icinde bosluk kalan dénel cisimlerin hacimlerinin pul

yontemiyle nasil hesaplandigini inceleyelim.

AY

> X

ORNEK 5: y = e* egrisi, y = x + 1 dogrusu ve x = 1 dogrusu
tarafindan sinirlanan bélgeyi gz 6niine aliniz. Bu bdlgenin
x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan doénel cismin

hacmini veren integrali yaziniz.

ORNEK 6: x = y? parabolii ile x = 1 dogrusu arasinda kalan
bolgeyi g6z 6niine aliniz. Bu bolgenin x = 2 dogrusu
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan doénel cismin hacmini

veren integrali yaziniz.
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Kalkiilts

integrasyon Uygulamalar

Silindirik Kabuklarla Hacim Hesabi

y = 4— x? parabolii ile x-ekseni arasinda kalan bélgeyi
x = 3 dogrusu etrafinda dondiirerek bir dénel cisim elde

edelim. Bu cismin hacmini nasil bulabilecegimizi tartisalim.

Silindirik kabuk yontemini matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 7: y = 4/x egrisi, x-ekseni ve x = 1 dogrusu
arasinda kalan bolgeyi géz 6niine aliniz. Bu bolgenin
y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin

hacmini veren integrali silindirik kabuk yontemiyle yaziniz.
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ORNEK 8: x = y — y? egrisi ile y-ekseni arasinda kalan
boélgenin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin

hacmini veren integrali silindirik kabuk yontemiyle yaziniz.

Egri Uzunlugu

Bir egrinin uzunlugunun nasil elde edilecegini tartisalim.

Ardindan bir egrinin uzunlugunu tanimlayalim.

Eger f’ tiirevi [a, b] kapal araliginda siirekli
ise, y = f(x)egrisininA = (a, f(a)) noktasindan
B = (b, f (b)) noktasina kadar olan uzunlugu, asagidaki
integralin degeridir:

b b 2
L:f 1+[f’(x)]2dx=J A 1+(3—1) dx.

ORNEK 9: y = x% — x egrisinin x = 0 ile x = 2 araligindaki
uzunlugunu veren integrali yaziniz.

ORNEK 10: y = 2x3/2 egrisinin x = 0 ile x = 3 araligindaki
uzunlugunu bulunuz.
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integrasyon Uygulamalari

Kalkills

Dénel Yizey Alanian

Donel cisimlerin yiizey alanini nasil elde edecegimizi
tartisalim. Ardindan donel cisimler icin yiizey alaninin

matematiksel tanimini inceleyelim.

Eger f(x) = 0 fonksiyonu [a, b] aralig1 tizerinde
stirekli tiiretilebilir ise, y = f(x) grafiginin x-ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yiizey alani asagidaki

integralin degeridir:

b b
S=f 21y 1+(Z—i)2dx=f 27f (x)4y/ 1+ (f/(x))2dx

ORNEK 11: y = 4/x egrisinin 1 < x < 2 araligindaki
parcasinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan

ylizeyin alanini bulunuz.
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Fiziksel is ve Basing Kuvveti
Hesaplamalar

Degisken bir F(x) kuvvetinin bir nesneyi x = a noktasindan
x = b noktasina kadar hareket ettirirken yaptig1 toplam isi
tanimlayalim.

ORNEK 12: Dogal boyu 40 cm ve kuvvet sabiti k = 300 N/m
olan bir yay1 20 cm uzunluga sikistirmak i¢in gereken isi
bulunuz.

ORNEK 13: Birim uzunluktaki kiitlesi 0.1 kg/m olan 10 m
uzunlugundaki bir ip, bir binanin tepesinden
sarkitilmaktadir. Bu ipin tamamini binanin tepesine ¢ekmek
icin yapilmasi gereken is kag joulediir? (Yercekimi ivmesinin
biiyiikligini g = 10 m/s* alimz.)
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Kalkiilts

integrasyon Uygulamalar

ORNEK 14: Boyutlar1 8 m x 12 m ve derinligi 2 m olan
dikdortgenler prizmasi seklindeki tam dolu bir havuzun
suyu, havuzun iist kenar seviyesine pompalanarak
bosaltilacaktir. Suyun 6zgiil agirhigimn 10 kN/m® oldugu

varsayilirsa bu islem icin yapilmasi gereken is kag joulediir?

Basing kuvveti hesabi yaparken integralden nasil

yararlanacagimizi inceleyelim.

ORNEK 15: Tabani 3 m ve yiiksekligi 2 m olan ikizkenar
ticgen seklindeki diiz bir levha, tabani yukarida olacak
sekilde suyun icine dikey olarak yerlestirilmistir. Levhanin
iist kenari (liggen tabani), su ylizeyinin 1 m altindadir. Suyun
6z agirligimin 10 kN/m® oldugu varsayildiginda, suyun

levhanin bir yiiziine uyguladig: toplam kuvveti bulunuz.
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Moment ve Kitle Merkezi

Tek boyutlu bir cismin kiitle merkezini nasil bulacagimizi ve
moment kavramini tartisalim. Kiitle merkezinin konumunu

matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 16: Konuma bagh kiitle yogunlugu 5(x) = 4 + 2x°
olan ve x-ekseni izerinde [0, 2] araliginda yer alan bir
cubugun;

a. Toplam kiitlesini bulunuz.

b. Kiitle merkezinin koordinatini bulunuz.
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integrasyon Uygulamalari Kalkilis

iki boyutlu bir cismin kiitle merkezini nasil bulacagimizi iki egri arasinda kalan levhalarin kiitle merkezini nasil
tartisalim. Kiitle merkezinin konumunu matematiksel olarak bulacagimizi tartisalim.

ifade edelim.
A y

'\_/ g :f(X)

ORNEK 17: Koordinat diizleminde x-ekseni, x = 2 dogrusu
ve y = 3x dogrusu tarafindan sinirlanan iiggensel bir levha
bulunmaktadir. Bu levhanin konuma bagl yogunlugu

6(x) = x + 2 olduguna gore;

a. Levhanin toplam kiitlesini bulunuz.

b. Levhanin kiitle merkezinin x-koordinatin1 bulunuz. ..
ORNEK 18: Koordinat diizleminde iistten f(x) = /X egrisi,

¢. Levhanin kiitle merkezinin y-koordinatini bulunuz. alttan g(x) = x? egrisi ile siirlanan bir levha bulunmaktadir.

Bu levhanin konuma bagl yogunluk fonksiyonu &(x) = 6x

olduguna gore;

a. Levhanin toplam kiitlesini bulunuz.
b. Levhanin kiitle merkezinin x-koordinatini bulunuz.

c¢. Levhanin kiitle merkezinin y-koordinatini1 bulunuz.

@ertansinansahin.com)
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integrasyon Uygulamalar

Merkezler

Bir seklin merkezinin nasil bulunacagini tartisalim.

ORNEK 19: Koordinat diizleminde x-ekseninin {izerinde yer
alan, merkezi orijin olan r = 4 yaricapl yarim ¢ember ile
x-ekseni tarafindan sinirlanan bir levha bulunmaktadir. Bu

levhanin yogunlugu 6 sabitine esittir. Bu levhanin;

a. Toplam kiitlesini bulunuz.

b. Merkezinin koordinatlarini bulunuz.

Alstirmalar ve Problemler

1. Birinci bélgede; soldan x2 + y2 = 4 cemberi, sagdan x = 2
dogrusu ve iistten y = 2 dogrusu ile sinirlanan bolgeyi g6z
oniine aliniz. Bu bolgenin y-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini veren

integrali;

a. Pul yontemini kullanarak,

b. Silindirik kabuk y6ntemini kullanarak yaziniz.

2. y = x*+1 parabolii ve y = —x + 3 dogrusu ile simirlanan
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bolgeyi g6z oniine aliniz. Bu bolgenin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini veren integrali

yaziniz.
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3. Koéseleri (1,0), (2,1) ve (1,1) olan {icgensel bélgenin 5. y = 2(e* +e7™) egrisinin x = 0 ile x = In(3) arahigindaki
y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin uzunlugunu bulunuz.
hacmini hesaplamak i¢in;

a. Disk/pul yontemini kullanarak hacmi veren integrali

yaziniz.

b. Silindirik kabuk y6ntemini kullanarak hacmi veren

integrali yaziniz.

6. r yaricapli ve merkezi orijinde olan bir ¢gemberin ¢evresini

bulmak icin gerekli integrali yaziniz.

4. f(x)= % + % fonksiyonunun grafiginin 1 < x < 3

araligindaki uzunlugunu bulunuz.

@ertansinansahin.com)
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Kalkiiliis integrasyon Uygulamalar

7.y= %xB egrisinin 0 < x < 1 arali§indaki parcasinin 8. D bolgesi; y =e*, y = Vx + 1 egrileri ve y = 2 dogrusu
x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yiizey S tarafindan sinirlandirilmis bir bélge olsun.

olsun. Bu ylizeyinin alanini hesaplayiniz.
a. D bolgesinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle

olusan S kati cisminin hacmini, dilimleme (disk/pul)
yontemi kullanarak bir veya birden fazla integral ile

ifade ediniz.

b. (a) stkkinda verilen S kat1 cisminin hacmini, silindirik
kabuklar yontemi kullanarak bir veya birden fazla
integral ile ifade ediniz.

c. D bolgesinin x = —2 dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan kati cismin hacmini, dilimleme
(disk/pul) yontemi kullanarak bir veya birden fazla

integral ile ifade ediniz.
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Kalkills

9. x2—6x + y? = —5 denklemi ile verilen ¢gemberin i¢
kisminda kalan bolge y-ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Bu
dénme sonucunda olusan cismin hacmini veren integrali

silindirik kabuk yontemi kullanarak yaziniz.

10. Z bolgesi x = 0 ve y = x — 3 dogrulari ile
y = (x —3)?(x + 1) egrisi tarafindan sinirlanan bélge olsun.

a. Z bolgesinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olusan kati cismin hacmini bir belirli integral olarak

ifade ediniz.

b. % bolgesinin y = —3 dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan kati cismin hacmini bir belirli

integral olarak ifade ediniz.
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Cevaplar

Ornek sorular

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

V=mn[l@2-/x)dx
v=r[l0-y)dy
V=nf,[e”—(x+12]dx
v=r[l[@-y-1]dy
V= [, 2mxyx dx
V=2n [ (y*~y*)dy

L= [ vI+(@x—17dx

S=Z(27—-5v5)

W=6J

W =50J

W =1920kJ
F =50kN

a.M=09 b.x=%1 cy

a. M=8n5 b. (0,3

’3m

Alistirmalar ve problemler

a. V=7rf02y2dy

b. V=2nf02x(2—«/4—x2) dx

V=mn [l [(—x+372—(2+1)2]dx

a. Vznfol[(y-i-l)z—l]dy

b. V=27rf12x(2—x)dx
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10

L=%4
_ 4
L=3

A=%(2v2-1)

a. V= nflz[(yz—l)z—(lny)z] dy

b. V=2nf;n2x(e"—1/x+1) dx
+2ﬂ:fh312x(2—1/x+1) dx

c. V=7tff[(y2+1)2—(lny+2)2] dy

V=471:f15x\/4—(x—3)2dx

a. V=27tf03x[(x—3)2(x+1)—(x—3)] dx

b. V= rrf03 ([(x—S)Z(x+1)+3]2—x2) dx
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1 UNITE

INTEGRASYON TEKNIKLERI o

: .. .. ORNEK 1: Asagid ilen belirsiz integralleri,
Temel integrasyon Formdillerinin sagica verrien berliona Tiegra et Tt

Kullanimi

degisken degistirme yontemlerini ve temel integral

formiillerini kullanarak hesaplayiniz:

Temel integrasyon formiillerini inceleyelim. ot 1
a. [ 5z dx b [ dx
1. f kdx = kx + C (herhangi bir k igin)
2 [x"dx=%24C (n#-1)
3. fdy" =In|x|+C
4. fe"dxze"—}-c

5. fa"dxz%—i-c (a>0,a#1)

6. fsinx dx=—cosx+C

7. fcosx dx =sinx+C

o]

. fseczxdxztanx+C

\O

. fcsczxdx =—cotx+C

ORNEK 2: Tam kareye tamamlama yéntemini kullanarak

10. f secx tanx dx =secx +C asagidaki integrali hesaplayiniz:

11. fcscxcotxdx=—cscx+C f dx
V3—2x —x2

12. ftanx dx =1In|secx|+C
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13. fcotxdx=1n|sinx|+C
14. fsecxdx=ln|secx+tanx|+c
15. fcscxdx=—ln|cscx+cotx|+C
16. fsinhxdx:coshx+C
17. fcoshxdx:sinhx+C

18.f dx arcsin(§)+C

2—x2

19.f dx =§arctan(§)+€

a2+x2

1

20. fxi,/—)z(faz = Earcsec|§|+C

21.f‘/%=sinh_1(§)+C (a>0)

22.f dx =cosh_1(§)+C (x>a>0)

x2—q2
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Kalkilis

ORNEK 3: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

1
f g
1+ cosx

ORNEK 4: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

4x2—5x+3dx
2x—1

ORNEK 5: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

dx
2+ V/x)?

Kismi integrasyon

Kismi integrasyon formiiliinii elde edelim. Formdiliin

diferansiyel formunu yazalim.

ORNEK 6: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

J xsinxdx
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ORNEK 7: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

flnxdx
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Kalkdillis integrasyon Teknikleri

ORNEK 8: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz: ORNEK 10: Asagidaki integrali, cos x’in daha diisiik bir
kuvvetinin integrali cinsinden ifade eden bir formiil elde
f x?e*dx ediniz:

J. cos" x dx

ORNEK 9: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:
Kismi integrasyon yontemiyle belirli integralleri nasil
e*sinx dx

hesaplayacagimizi inceleyelim.
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ORNEK 11: y = xe™ egrisi, x-ekseni ve x = 5 dikey dogrusu ORNEK 12: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:
ile sinirlanan bélgenin alanini;
f cos® x sin® x dx
a. Belirli integral yardimiyla ifade ediniz.
b. Kismi integrasyon yontemini kullanarak bu alani

hesaplayiniz.

ORNEK 13: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

f cos® xdx

Trigonometrik integraller

m ve n tam sayilar olmak iizere, asagidaki integralin ¢6zlim

stratejilerini inceleyelim:
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J sin™ x cos™ xdx
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ORNEK 14: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz: tanx ve secx fonksiyonlarinin kuvvetlerini iceren integralleri

nasil alabilecegimizi tartisalim.
J sin* x cos® x dx

ORNEK 16: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz.

f tan® x dx
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Koklii ifadeler iceren trigonometrik integrallerde kokten nasil

kurtulacagimizi inceleyelim.

ORNEK 15: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz.

f«/l—cosxdx
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ORNEK 17: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz.

f sec® x dx

f sinmx sinnx dx, f sin mx cosnx dx ve f cosmx cosnx dx
integrallerini alirken ters doniisiim formdillerini
kullanabiliriz.

* sinx-cosy = %[sin(x +y)+sin(x —y)]
* cosx -cosy = 3[cos(x + y)+ cos(x — y)]

e sinx-siny = %[cos(x —y)—-cos(x + y)]

ORNEK 18: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimniz:

J sinx cos3x dx

@ertansinansahin.com)

Trigonometrik Déntsumler

Ornekler iizerinden trigonometrik déniisiimlerin nasil

uygulanacagini inceleyelim.

ORNEK 19: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

1
dx
1+ x2

ORNEK 20: Asagidaki belirsiz integrali a > 0 igin
hesaplayiniz:

f dx
Va2
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ORNEK 21: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:
V16 —x2
T W

Rasyonel Fonksiyonlarin Kismi Kesirlere
Ayirarak integrqsyonu

Ornekler iizerinden kismi kesirlere ayirma yonteminin nasil

uygulanacagini inceleyelim.

ORNEK 22: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

7x +1

R b
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ORNEK 23: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

3x—5 dx
(x2+1)(x+1)2

Has Olmayan integraller

Sinirlari sonsuz olan integrallerin nasil sonlu sonuclar

verebilecegini bir 6rnek iizerinden tartisalim.

ORNEK 24: y = xlz egrisi altinda, x = 1 dogrusundan
baglayarak saga dogru sonsuza uzanan (x > 1) bolgeyi
diisliniin. Bu bélgenin sinirh bir alana sahip olup olmadigini

belirlemek igin;
a. Bolgenin x =1 ile x = b (b > 1) arasindaki kisminin
alanini veren A(b) fonksiyonunu bulunuz.

b. b — oo iken bu alanin limitini hesaplayarak toplam

alani bulunuz.
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1. tip has olmayan integralleri tanimlayalim. Bu
integrallerin yakinsak ya da iraksak olmasinin ne anlama
geldigini tartisalim.

ORNEK 25: f(x) = xe ™ fonksiyonunun x = 1 ile x = co
araliginda altinda kalan alan sonlu mudur? Eger Oyleyse, bu

alanin degerini bulunuz.

" dx
p XP
integralinin hangi p degerleri icin yakinsak ya da iraksak
oldugunu bulalim.

@ertansinansahin.com)

integrallerde bir integrandin diisey asimptotunun olmasinin
nasil has olmayan integralleri ortaya cikabilecegini
tartisalim. Asagidaki integrali inceleyelim:

Ydx

Oﬁ

2. tip has olmayan integralleri tanimlayalim. Bu
integrallerin yakinsak ya da iraksak olmasinin ne anlama

geldigini tartisalim.

ORNEK 26: Asagida verilen has olmayan integralin

yakinsaklik durumunu inceleyiniz:

2
1
J dx
o 2—Xx
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ORNEK 27: Asagidaki has olmayan integralin yakinsaklik
durumunu inceleyiniz:

2
’=J _dx
o VIx—1|

Yakinsaklik ve iraksaklik testleri

Dogrudan karsilastirma testini aciklayalim.

f ve g fonksiyonlan [a, co) araliginda stirekli
ve her x > a icin 0 < f(x) < g(x) olsun. Bu durumda:

a. f:o g(x)dx yakinsaksa, fuoo f(x)dx de yakinsaktir.
b. f:o f(x)dx wraksaksa, f :o g(x)dx de wraksaktir.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 28: Asagida verilen has olmayan integrallerin
yakinsaklik durumlarini dogrudan karsilastirma testini

kullanarak belirleyelim.

0 In(x)
c. f = dx

o
a. fl x3+1dx 3 VX

b. J‘oo sinzzx dx

1 &[5 ax

Limit karsilastirma testini aciklayalim.
f ve g pozitif fonksiyonlari [a, oo0) araliginda
stirekli olsunlar. Eger,

lim M=

L, 0<L<oo
=0 g(x)

kosulu saglaniyorsa;

f f(x)dx ve f glx)dx

integrallerinin her ikisi birden ya yakinsaktir ya da her ikisi
birden 1raksaktir.
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ORNEK 29: Asagida verilen has olmayan integrallerin
yakinsaklik durumlarini limit karsilastirma testini kullanarak

belirleyelim.

oo
1
a. fz = dx

b. foo 42 qx

1 2x2+1

Aligtirmalar ve Problemler

1. Asagida verilen belirsiz integralleri hesaplayiniz.

c. fﬂdx

cos2 x

a f dx
TV V14

b. [(secx+tanx)?dx  d. [ %%
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2. Asagida verilen integralleri kismi integrasyon yontemini
kullanarak hesaplayiniz.

a. fxz In(x)dx c. fe3" cosx dx

b. f(2x—3) sin2x dx d. fxze_" dx

74



Kalkiilts

integrasyon Teknikleri

3. n pozitif bir tam say1 olmak tiizere, asagidaki esitligin
saglandigini kismi integrasyon yontemini kullanarak

gosteriniz:

1 n _
f x"e¥dx = =x"e™ —— | x"le®dx
a a

4. f siirekli bir fonksiyon olmak iizere, asagidaki esitligin
saglandigini kismi integrasyon yontemini kullanarak

gosteriniz:

b b b
J. (J f(t)dt)dx=f (x—a)f(x)dx

@ertansinansahin.com)

5. Asagida verilen trigonometrik integralleri hesaplayiniz.

a. fsinsxdx c. ftan“xsec“xdx
sin? x .3
b. fmdx d. fxsm xdx
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6. Asagida verilen integralleri trigonometrik dontistimleri 7. Asagida verilen integralleri kismi kesirlere ayirma
kullanarak hesaplayiniz. yontemini kullanarak hesaplayiniz.
_dx dx 1 4
a. __dx _1 =t
f x4/ x2-1 c. f (9—x2)3/2 a. f x(x2+1) dx c. f x2—4 dx
2dx +7
b, [/ dx d [ oy b. [ Zisdx
=
€
o
o
c
£
@
[2]
c
@
[=
©
[
]
€
(0]
©
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8. Asagidaki has olmayan integrallerin her birinin, dogrudan
karsilastirma testi kullanarak yakinsak mi1 yoksa iraksak m1

oldugunu belirleyiniz.

[e5) sin(x?
a.f Zesin( )dx dx

1 /x5+4x

1 1
c. fO V/xIn(1+x)

1 2
d [, =2 dx

b [ dx

x+In? x
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9. Asagidaki integralin yakinsak olmasini saglayan p
degerlerini bulunuz ve bu degerler icin integrali

|
fe x(Inx)p dx

hesaplayiniz.

10. Asagidaki has olmayan integralin yakinsaklik veya
raksaklik durumunu limit karsilastirma testini kullanarak

belirleyiniz:

foo In(x) + ﬁdx
2

x2 —1In(x)
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KONU DEGISTIR

KONU DEGISTIR

Cevaplar

Ornek sorular

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

a. %arctan(%) +C =
arcsin(31)+C

cscx —cotx +C
x?—3x+3m|2x—1|+C
2In(2+ VX) + 75 +C

—xcosx +sinx +C

xInx—x+C

(x2—2x+2)e*+C

eX(sin xz—cosx) +C

n

b. éarcsin(sx) +C

=1l g — -
[ cos™ x dx = er—xsinx 4 1 [eos"2 x dx

a.Azf;xe‘xdx b.A=1—6e°
tsinx—1isin®x+C

sinx —2sin®x +C

X _ nldn) _ sin'x) 4
—2«/5cos(§)+c

1tan*x — § tan? x + In|secx| + C
%(secxtanx +In|secx +tanx|)+C

—3 cos4x + 3 cos2x +C

arctanx + C

ln(x + Va2 +x2) +C
_\/ 16—x

2 —arcsin(%) +C

3ln|x —2|+4In|x+3|+C
%1n(x2+1)+%arctan(x)—§1n|x+1|+
a. A(b)=1—1¢

b. Alan =1

2
e

Sonludur, Alan =

Integral raksaktir.

4

x+1

+C

@ ertansinansahin.com)

27 integral yakinsaktir, I = 4

a. Yakinsak  b. Yakinsak

28

c. Iraksak  d. Yakinsak

29 a. Yakinsak  b. Iraksak

Alstirmalar ve problemler

a. % arcsin(2x) + C

b. 2tanx +2secx —x +C

1

c. —e BNX 4 C

d. arctan(e®)+C

a. gln(x)— % +C

b. —2’;3 cos2x + %sian +C
2

eBx .
c. &5 (sinx +3cosx)+C
d. —e*(x%2+2x+2)+C
3  Videoya gidiniz.
4  Videoya gidiniz.
a. —cosx + %cos3x—%cossx+c
43
b. —‘Tr cos’(3)+C
c. ttan®x + %tan7x+C
3
d. —xcosx + *$= 4 Zsinx + $sin* x + C

a. arcsec(x)+C

b. arcsin(x) —v1—x2+C

X

5 +C
94/ 9—x2
x

d. %arctan(Zx) s €

x2+1

a. In|x|—3In(x*+1)+C
1 3
7 b.—j;ln|x+4/+35In[x—2[+C

c. §+4x+41n|x_2|+C

x+2
a. Yakinsak  b. Iraksak
8
c. Iraksak  d. Iraksak

9  p>1icin yakinsar. integral degeri: lﬁ

10 integral yakinsaktir, videoya gidiniz.
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[ UNITE

SONSUZ DIZILER VE SERILER - 1 st

Motivasyon Yakinsaklik ve iraksaklik

Bu iinitede temel amacimiz: Her e > Osayisiigcinn > N oldugunda

. . la, — L| < € kalacak sekilde bir N tam sayis1 varsa {a,}
* Karmasik fonksiyonlari, sonsuz toplamlar (seriler)
. . o dizisi L sayisina yakinsar denir.
yardimiyla nasil temsil edebilecegimizi 6grenmek.

* Bir yaklasimin (tahminin) gercek degere ne kadar Bu durum lim, o0 a, = L veya a, — L seklinde gosterilir

yakin oldugunu "hata tahmini" ile 6lcmek ve L sayisina dizinin limiti denir. Boyle bir L sayisinin

) ) o bulunmadig1 durumlarda {a,} dizisi iraksar.
* Diferansiyel denklemleri ve integral hesaplarini,

serileri kullanarak ¢ok daha kolay ¢oziilebilir hale

getirmek. a, = % genel terimi ile verilen {1, %, %, %, ee, %, ...} dizisinin
5 . . . yakinsak oldugunu gosterelim.
Asagidaki 6rnekleri inceleyelim:
10111
CoTnTaTy
R N x° N
smx = x 31 5l a, = (—1)"*! genel terimi ile verilen

{1,-1,1,-1,1,—-1,...,(=1)""1, ...} dizisinin 1raksak
oldugunu gosterelim.

Diziler

Dizi kavraminin ne oldugunu ifade edelim.

Asagidaki dizi 6rneklerini inceleyelim.

* a,=3n+1 e b,=(-1)"-n?

@ ertansinansahin.com)

ORNEK 1: Asagida ilk birkac terimi verilen dizinin genel Bir dizi i¢in sonsuza ya da negatif sonsuza iraksamay1

terimi a,, icin bir formiil bulunuz (ériintiiniin ayn1 sekilde tanimlayalim.

devam ettigini varsayiniz):

{E 79 113 }
37 927" 81243’
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Kalkills

Dizilerin limitlerinin hesaplanmasi

Dizilerin limitlerini hesaplarken limit konusunda
kullandigimiz yontemlerden nasil faydalandigimizi

inceleyelim.

{a,} ve {b,} reel say1 dizileri olsun. A ve B reel sayilar olmak
iizere; eger lim,_, ., a, =Ave lim,_, ., b, = B ise asagidaki

kurallar gecerlidir:

Toplam Kurali: lim,_,.,(a, +b,) =A+B

Fark Kurali: lim,_,.(a,—b,) =A—B

Sabit Garpan Kurali: lim,_,, (k- b,) = k- B, (herhangi bir k
sayist i¢in)

Carpim Kurali: lim,,_,..(a, - b,) =A-B

Boliim Kurali: lim, ., 3 = 4, B # 0 icin

Limit hesabinda kullandigimiz bircok yéntemi
burada kullanabiliriz.

Eger lim,_,, f(x) = L ise, bu durumda her
n tam sayist icin tanmimlanan a,, = f(n) dizisinin limiti de

lim,_,., a, = L olur.

ORNEK 2: Asagida verilen limitleri hesaplayimz.

c. lim,_, o, &2

a. lim, (% - 2) m

5n*—2
n—00 3p44n2

b. lim d. lim,_,(—1)"2
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L'Hopital kuralini kullanarak asagidaki limiti hesaplayalim.

Bu kuralin kullanilma kosulunu tartigalim.

. Inn
lim —
n—oo n

Yinelemeli tanimliar

Bir ornek iizerinden yinelemeli tanimlar1 inceleyelim.

ORNEK 3: f; =1 ve f, = 1 olmak iizere, her n > 3 icin
fu = fao1 + fus seklinde tamimlanan Fibonacci dizisi {f,}

veriliyor. Buna gore dizinin ilk 6 terimini yaziniz.

Sinirh monoton diziler

Bir dizinin sinirsiz ya da iistten veya alttan sinirli olmasinin

ne anlama geldigini 6rnekler {izerinden inceleyelim.

2 © b, ="
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Sonsuz Diziler ve Seriler

Bir dizinin monoton olup olmamasinin ya da azalmayan veya
artmayan olmasinin ne oldugunu tanimlayalim. Asagidaki

ornekleri bu agidan degerlendirelim.
« {(n*}=1,8,27,...,n%...

.{n_-r¢1—1}=234 n+l

59553000 g seen

>

REIES

Ol

L
seeer e

N

* {5}=5,5,5,...,5,...

{(=2)"} =—2,4,-8,16,...

Bir {a,} dizisi hem sinirli hem de monoton ise
bu dizi yakinsaktir.

Sonsuz Seriler

Sonsuz seri kavramini agtklayalim. Bir sonsuz seri 6rnegini

kismi toplamlar iizerinden inceleyelim.

Bir seri icin yakinsaklig1 ve iraksakligi tanimlayalim.

Geometrik seriler

Geometrik serilerin formunu inceleyelim. Bu forma uygun
bir 6rnek yazalim. Boyle bir serinin yakinsaklik kosulunu
tartisgalim. Yakinsaklik durumu icin serinin yakinsadig1 degeri
elde edelim.

[ee]
a+ar+ar2—+—---+ar"‘1+~~-=Z:ar”_1

@ertansinansahin.com)

ORNEK 4: Asagida genel terimleri verilen sonsuz serilerin

toplamlarini bulunuz.

a 3 a3 b YO (-1
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ORNEK 5: Yerden h kadar yiikseklikten serbest birakilan bir
top, her yere carptiginda bir 6nceki diisiis yliksekliginin k
kat1 kadar yiiksege geri sicramaktadir (0 < k < 1). Topun
aldig1 toplam yolu h ve k cinsinden bulunuz.

ORNEK é: 2.3575757... devirli ondalik sayisini, sonsuz bir
geometrik serinin toplami olarak ifade ederek iki tam sayinin

orani seklinde yaziniz.

ORNEK 7: Asagida verilen "teleskopik" serinin toplamini

>
n2+3n+2

n=1

bulunuz:

@ertansinansahin.com)

Iraksaklik testi

Asagidaki serinin neden iraksak oldugunu inceleyelim.

n 1 2 3 n
> =+ S+ 24y +
n+1 2 3 4 n+1

Eger Z:Zl a, yakinsak ise a, — 0 olur.

ORNEK 8: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik veya

raksaklik durumunu belirleyiniz.

a. 2o, (=1 b 37 s

Serilerin birlegtiriimesi

Elimizde iki yakinsak seri oldugunda, bunlari terim terim
toplayabilir, terim terim ¢ikarabilir veya sabitlerle carparak
yeni yakinsak seriler elde edebiliriz.

Eger > a, =Ave Y. b, = B yakinsak seriler ise,
bu durumda asagidaki kurallar gecerlidir:

Toplam Kurali: Y \(a, +b,)=>.a,+>.b,=A+B
Fark Kuralt: Y.(a,—b,)=>.a,—>.b,=A—B

Sabit Kat Kurali: > ka, = k>.a, = kA (k € R).

Bu teoremi iraksak seriler icin tartigabiliriz.
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ORNEK 9: Asagidaki serinin toplamim bulunuz:

el on+l +3
5n-1

n=1

Terim ekleme ya da ¢ikarma ve indis degistirme

Terim ekleme ya da c¢ikarma ve indis degistirme iglemlerini

nasil yaptigimizi inceleyelim.

ORNEK 10: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik
durumunu inceleyiniz ve eger yakinsak ise serinin toplamini
bulunuz.

DI W

@ertansinansahin.com)

integral Testi

Asagidaki teoremi harmonik serinin iraksakligini géstermek
icin kullanalim.
>7*° a, negatif olmayan terimlerden olusan
n=1 dn NEZ Y §
bir seri olsun. Bu seri ancak ve ancak kismi toplamlari

iistten sinirli ise yakinsaktir.

ORNEK 11: Asagida verilen serinin yakinsaklik durumunu
inceleyelim:

1 1 1 1 1
n2

=1+ + -t — b —F
n 4 9 16 n2

Mg

Il
-

n

{a,} pozitif terimli bir dizi olsun. Tim x > N
(N € Z*) degerleri igin f fonksiyonunun; siirekli, pozitif
ve azalan bir fonksiyon oldugunu ve a,, = f(n) sagladigini
o\ anserisi ile f;o f(x)dx
integrali ya ayni1 anda yakinsar ya da ayni anda iraksar.

varsayalim. Bu durumda, .
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p-serisinin yakinsaklik ve iraksaklik kosulunu inceleyelim:

=1 1 1 1 1
Z_=_+_+_+...+_+...
S 10 20 3P np

ORNEK 12: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik veya

raksaklik durumunu belirleyiniz.

oo 1 S 1
a. Zn=l n2+1 b. ZH:Z nin2(n)

integral testi ile hata tahmini

Pozitif terimli bir >’ a, serisinin integral testi ile yakinsak
oldugunun gosterildigini varsayalim. Bu durumda, serinin
toplam degeri S ile n. kismi toplamu s, arasindaki fark: 6lcen

R, kalan teriminin biiyiikliiglinii tahmin edelim.

oo 1

ORNEK 13: >3~ =

testi ile hata tahmini yontemiyle kestirilecektir. Serinin

serisinin toplami, n = 4 alinarak integral

toplami S icin alt ve iist sinirlar: belirleyiniz. (Elde ettiginiz
sonucu %2 ~ 1.64493 degeri ile kiyaslayiniz.)

@ertansinansahin.com)

Karsilastirma Testleri
Dogrudan karsilastirma testi

> a, ve > b, hernicin 0 < a, < b, sartin
saglayan iki seri olsun. Bu durumda:

I. Eger > b, yakinsaksa Y. a, de yakinsaktir.
II. Eger D a, raksaksa . b, de wraksaktir.
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ORNEK 14: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik

durumunu dogrudan karsilagtirma testi ile inceleyiniz.

oo 1 o 1
a. Zn:l 2n—1 b. ZnZI 2n+/n

Limit karsilagtirma testi

140158 Hern > N (N € Z) i¢in a,, > 0 ve b, > 0 olsun.

L lim, o, 5* =c Ve c > Oise >;a, ve > b, ya beraber

yakinsar ya da beraber iraksar.
I lim,_q, 3* =0 ve >, b, yakinsar ise Y, a, yakinsar.

L. lim, ., 3* = 00 ve ), b, raksar ise Y. a, wraksar.
n

@ertansinansahin.com}

ORNEK 15: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik
durumunu limit karsilastirma testi ile inceleyiniz.

3n+5n o n+1
c. Zn:l nln(n)

o0
a. Zn:l n*+2n—1

b. ZOO In(n)

n=1 n3

Mutlak Yakinsaklik; Oran ve Kok Testleri

ALY Eger > la,| serisi yakinsaksa >’ a,, serisi mutlak
yakinsaktir.

HESEVE Bger 310 |a,| serisi yakinsaksa 3%, a, serisi

de yakinsaktir.
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ORNEK 16: Asagida verilen serilerin mutlak yakinsak olup

olmadiklarini belirleyiniz ve yakinsaklik durumlarini

inceleyiniz.
a. Z:ZI(_]' nan b. Z:Zl SInLZH
Oran testi
>"a, herhangi bir seri olsun ve varsayalim ki:
a
lim || =
n—oQ a"
Bu durumda;

I. Eger p < 1 ise seri mutlak yakinsaktir.
II. Eger p > 1 veya p sonsuzsa seri iraksaktir.

II. Eger p =1 ise, test sonugsuzdur.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 17: Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarim

oran testini kullanarak inceleyiniz.

oo gt [ere] 1
a. Zn:l n c. Zn=1 n2+3n

b X2

Kok testi

3" a, herhangi bir seri olsun ve varsayalim ki
. n _
Jim ¥ie] =
olsun. Bu durumda;

I. Eger p < 1 ise seri mutlak yakinsaktir.
II. Eger p > 1 veya p sonsuz ise seri iraksaktir.

III. Eger p =1 ise test sonugsuzdur.
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ORNEK 18: Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarini

kok testini kullanarak inceleyiniz.

a. Z::l(z:_t; ' b. Z::l i_:

Almasik Seriler ve Kosullu Yakinsaklik

oo
Z(_l)"“un =U — Uy Uz — Uyt

n=1

seklindeki bir seri, asagidaki kosullar saglaniyorsa

yakinsaktir:

I. Tim u, degerleri pozitif olmalidir.

1I. u, dizisi, yeterince biiylik her n > N tam sayis1 icin
u, > u,,, kosulunu saglamali, yani monoton azalan
bir karakter sergilemelidir.

1I. u, — 0 olmaldir.

ORNEK 19: Asagida verilen sonsuz serinin yakinsakligini

inceleyiniz:

(=)
Z(_l)n+1l=1_1+1_1+...
p— n 2 3 4

@ertansinansahin.com)

Harmonik serinin bir varyasyonu olan asagidaki

[ee]
1 1.1 1
DUy =1
n 2 3 4

n=1

sonsuz seri icin almastk seri tahmin teoremini inceleyelim.

Kosullu yakinsaklik

Yakinsak olan fakat mutlak yakinsak olmayan bir

seriye kosullu yakinsak seri denir.

Asagidaki seriyi kosullu yakinsaklik durumu igin inceleyelim:

oo

1 1 1 1
E(—l)"”—:l——+———+~--
p— n 2 3 4

ORNEK 20: Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarimi
inceleyiniz.
@ BLCD ¢ T (1

b. Zn=1 (_1)n+1 Fn5

87



Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkilis

Alstirmalar ve Problemler

1. Asagida genel terimi verilen dizilerin yakinsaklik

durumunu inceleyiniz. Eger yakinsak ise limitini bulunuz.

__ 3n%—5n+1 _ (=1)"sin(n)
a4, = TSy d e, ==r5"
— 5\" n!

b. an—(1+5) e a,=1
In(n2 _ n’4lnn
¢ a, = # f. An = TSne2

@ertansinansahin.com}

2. Asagida genel terimi verilen dizilerin monotonlugunu ve

sinirliligini belirleyiniz.

_ Gn+1)!

_ 4n3
m b n T (n+2)!

n T 2n+5

a. a . a
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3. Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik durumunu

inceleyiniz ve eger yakinsak ise serinin toplamini bulunuz.

a. .
b. >
c X

1 (-1 )n+l

oo
n=1 (2_" + 5n

::2(1_2%)

o0 cosnm
n=0 2

)

d. Zrﬁln(%ﬂ)
e Z::l (21% _ﬁ)

£ > Ingk

@ertansinansahin.com)

4. Asagida verilen sonsuz seriler icin 1raksaklik testini
uygulayip elde edilen sonucu ifade ediniz.

o et 00 n(n+1)
a, Zn=0 e+n2 b. Zn:l n3

5. Asagidaki geometrik serilerin her biri i¢in serinin
yakinsadig1 x degerlerini bulunuz. Ayrica, bu x degerleri icin

serinin toplamini x’in bir fonksiyonu olarak ifade ediniz.

a. >0 3nxn c. . cos"x

b 32, (52 d 325(5)
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Sonsuz Diziler ve Seriler Kalkills

6. Bir kenar uzunlugu a olan bir kare ile baslanarak, her yeni 8. Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarini
kare bir 6nceki karenin kenar orta noktalar birlestirilerek karsilastirma testlerini kullanarak belirleyiniz:
olusturulmaktadir. Bu islem sonsuz kez tekrarlandiginda
. . . . a 3% c. Y% lon
olusan tiim karelerin cevrelerinin toplamini a cinsinden n=1 2n+n n=1 yne"
bulunuz. O -
b. ZH:Z nnzfn d. ZH:Z vn—1
N
€
o
o
c
£
@
[2]
c
@
[=
2
7. Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik veya S
raksaklik durumunu integral testi kullanarak belirleyiniz. é

oo n oo 1
a Zn=1 n2+4 b. Zn:Z nlnn

9. Z::z % serisinin yakinsakligini inceleyiniz. (fpucu: ilk

olarak n > 2 i¢in 1/n! < 1/n(n—1) oldugunu gosteriniz.)
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Kalkiilts Sonsuz Diziler ve Seriler

10. Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarini oran ya

da kok testini kullanarak inceleyiniz. 14  a.lraksak  D. Yakinsak

a. Yoo 3,(12(:?;2 b. >, (nj’r—l)nz 15 a. Yakinsak  b. Yakinsak c. Iraksak
a. Seri mutlak yakinsaktir; dolayisiyla yakinsaktir.
b b. Seri mutlak yakinsaktir; dolayisiyla yakinsaktir.
a. Yakinsak  b. Iraksak
17

c. Oran testi sonuc vermez (L = 1)
18 a. Yakinsak b. Yakinsak
19 Yakinsak

20 a. Kosullu yakinsak  b. Iraksak  c. Mutlak yakinsak

Alstirmalar ve problemler

a. Yakinsak, L =3  b. Yakinsak, L = ¢°

1 c. Yakinsak, L=0 d. Yakinsak, L =0

PN
E e. Yakinsak, L =0 f. Iraksak, +oo
<
Cevaplar c 1
< a. Monoton azalmayan ve siirhdir. Alt simir 7, iist sinir 2.
Smek sorul gl 2
rnek sorular e b. Monoton azalmayan, alttan sinir 4, iistten sinirsiz.
2
()
1 a,= (_1)"+12’3'_j[3 ‘0.'_)’ a. Yakinsak, g b. Iraksak
. Yakinsak, £ . Yakinsak
9 a4 —2 b.% c0 do 3  c Yakinsak, §  d. Yakinsak, 5
e. Yakinsak, —% f. Iraksak
3 {1,1,2,3,58}
4  a. Iraksak b. lim, ., a, =0, test sonucsuz
4 a.6 b %
a. x € (—%,%), S(x)= ﬁ
5 S=h(&k
(%) b. x € (—4,0), S(x)=-2
6 38 5 2
165 C.X#kﬂ'(kEZ), S(X)Zm
a . d. x€(e2e?), S(x)="—
8 a.Iraksak b. Iraksak 6 L=4a(2++2)
9 125 7 a.Iraksak b. Iraksak
12
10 a. Yakinsak, 11—2 b. Yakinsak, % 8 a. Yakinsak b, Iraksak
c. Yakinsak  d. Iraksak
11 Yakinsak
9  Yakinsak
12 a. Yakinsak  b. Yakinsak
10 a. Iraksak  b. Yakinsak
13 1.62361 <S5 <1.67361
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[AUNITE 2

SONSUZ DIZILER VE SERILER -2 =%

[m] 2ty

ORNEK 1: Asagida verilen kuvvet serilerinin hangi x

Kuvvet Serileri

degerleri icin yakinsadigini belirleyiniz.

x = 0 merkezli bir kuvvet serisi, asagidaki
2n—1 3 5

. .. oo —1 X _ X X
formda bir seridir: a Yy ()T =x -
N 2 3
chx”=c0+c1x+c2x2+~-- b Y S =l+x+5+5 4
n=0

LY nlxt=1 20x2 +31x% -+
x = a merkezli bir kuvvet serisi, asagidaki formda bir ¢ Z”=°n X o alxt St

seridir:
oo
ch(x—a)” =coto(x—a)+c(x—a) +---
n=0
Burada a merkez ve cy,¢q,¢y,°* ,Cp, - -+ Katsayilari birer
sabittir.

Asagidaki geometrik kuvvet serisini inceleyelim ve serinin
yakinsak oldugu aralig1 elde edelim. Bu aralik i¢in serinin

yakinsadigi fonksiyonu bulalim.

[ee]
Zx”=1+x+x2+~-+x”+~~-
=0

@ ertansinansahin.com)

Asagidaki geometrik kuvvet serisini inceleyelim ve serinin
yakinsak oldugu aralig1 elde edelim. Bu aralik i¢in serinin

yakinsadig1 fonksiyonu bulalim.

1 1 )" .
1—E(X—1)+Z(X—1)Z++(—E) (X—l) +--
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Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkills

Bir Z:zo a,x" kuvvet serisinin yakinsaklik
karakteri, serinin belirli noktalardaki davranisi iizerinden
su sekilde tanimlanir:

I. Yakinsaklik: Eger seri x = ¢ (¢ # 0) degerinde
yakinsak ise; merkeze ¢ noktasindan daha yakin
olan tiim x degerleri icin, yani her |x| < |c| icin,
seri mutlak yakinsaktir.

II. Iraksaklik: Eger seri x = d degerinde iraksak ise;
merkezden d noktasina gore daha uzak olan tiim x

degerleri icin, yani her |x| > |d| igin, seri iraksaktir.

\[®JH| Bu teorem bize kuvvet serilerinin her zaman
merkeze gore simetrik bir yakinsaklik araligina sahip

oldugunu soyler.

> a,(x —a)" kuvvet serisi iizerinden yakinsaklik yaricapt
kavramini tartigalim.

Kuvvet serileri tizerinde islemler

Kuvvet serileri icin seri ¢carpma islemini asagidaki 6rnek

iizerinden inceleyelim:

el . 0 . e 2n+l
(S (Zeras)

@ertansinansahin.com)

Bir kuvvet serisinde x degiskeninin yerine bir f(x)

fonksiyonu yazilabilir.

Asagidaki seri iizerinde bunu f (x) = 4x? icin sonuclariyla
birlikte inceleyelim:

1 (o]
IZX"=1+x+x2+x3+---
l1—x &=

Bir kuvvet serisi terim terim tiirevlenebilir.

Asagidaki seri {izerinde bunu inceleyelim:

1 =3
:an:1+x+x2+x3+...
l1-x &~
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Kalkiilts

Sonsuz Diziler ve Seriler

Bir kuvvet serisi terim terim integre edilebilir.
Asagidaki seri tizerinde bunu inceleyelim:

1
1—x

[ee]
=D =14xtxl x4
n=0

ORNEK 2: Asagidaki kuvvet serisi ile tanimlanan f (x)

fonksiyonunu belirleyiniz:

(e}
(_l)nx2n+1 x3 xS
= —_— = ——+—_’
fe) Z:(; 2nv1 0 35

—1<x<1.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 3: Asagidaki seri sinx fonksiyonu icin verilmistir ve

tlim x degerleri igin sin x degerine yakinsar:

' I I AV b
sinx=x——+———+———
3t 5 7t 9 11!
a. cosx serisinin ilk terimlerini bulunuz. Seri hangi x
degerleri icin yakinsar?
b. sinx serisinde x yerine 2x yazarak tiim x degerleri

icin sin 2x’e yakinsayan bir seri bulunuz.

c. Seri carpimini kullanarak 2 sin x cos x serisinin ilk
terimlerini hesaplayiniz. Cevabinizi (b) sikkindaki

cevapla karsilastiriniz.

Taylor ve Maclaurin Serileri

Bir f (x) fonksiyonunun x = a civarinda pozitif bir
yakinsaklik yaricapina sahip bir kuvvet serisinin toplami
oldugunu varsayalim. Yani fonksiyonu

[ee]

f(x):Zan(x—a)”=a0+a1(x—a)+a2(x—a)2+~~

n=0
seklinde yazalim. Simdi buradaki katsayilari fonksiyonun

tlirevleri iizerinden elde edelim. Bu katsayilar1 kullanarak

Taylor ve Maclaurin serilerini tanimlayalim.
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Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkills

ORNEK 4: f(x) = Inx fonksiyonunun a = 1 noktasi
civarindaki Taylor serisini bulunuz ve bu serinin yakinsama

yaricapini belirleyiniz.

f fonksiyonunun x = a noktasinda her mertebeden tiirevi
mevcut olsun. Bu durumda f fonksiyonunu a noktasi
civarinda temsil eden n. dereceden Taylor Polinomu P,(x) su

sekilde tanimlanir:

P, =@+ f@)e—a) + T e —ay
oot f(n)(a)(x—a)"
n!

f(x) = e* fonksiyonu i¢in x = 0 noktasinda iiretilen Taylor
serisini bulalim. Ardindan, bu serinin ilk {i¢ terimini
kullanarak Py(x), P;(x) ve P,(x) Taylor polinomlarini

yazalim.

ORNEK 5: f(x) = sinx fonksiyonunun Maclaurin serisi
ac¢ilimini bulunuz.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 6: f(x)=x®—5x + 1 fonksiyonunun x = 1

noktasindaki Taylor acilimini bulunuz.
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Sonsuz Diziler ve Seriler

Hata tahmini

Ornekler iizerinden Taylor serileri icin hata tahminlerini
inceleyelim.

ORNEK 7: x = 0.2 degerinde cos x degerini tahmin etmek
icin Py(x)=1— % polinomu kullanildiginda olusacak hatay1

tahmin ediniz.

ORNEK 8: 1/e degerini, hata pay1 1/100 degerinden daha
kiiciik olacak sekilde yaklasik olarak hesaplayiniz.

@ertansinansahin.com)

Eger f fonksiyonu ve onun ilk n tiirevi olan
ff", -+, f™ ave b arasindaki kapal: aralikta siirekli;
£ ise a ve b arasindaki acik arahkta tiiretilebilir ise, bu
durumda a ve b arasinda asagidaki esitligi saglayan bir ¢

sayis1 vardir:

) =F @+ f@b-a)+ Db -ay
0@ FOE
++T(b—a)+m(b—a)

cos x fonksiyonunun x = 0 noktasindaki Taylor serisinin her

x degeri icin cos x fonksiyonuna yakinsadigini gosterelim.

ORNEK 9: x degerleri kiiciik oldugunda e* &~ 1+ x + "—22
yaklagimi kullanilir. |x| < 0.1 oldugunda bu yaklagimin
hatasini tahmin ediniz.
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Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkills

Taylor Serilerinin Uygulamalan

Binom serisi

(14 x)™ ifadesinin |x| < 1 icin sonsuz seri a¢ilimi su
sekildedir:

(e}

(1+x)m=Z(r:)xk=1+mx+%xz+m

k=0

ORNEK 10: f(x) = +/1 + x fonksiyonu veriliyor.

a. Bu fonksiyonun x = 0 merkezli Binom serisi agiliminin

ilk ¢ terimini yazinz.

b. Benzer sekilde, g(x) = v'1— x2 fonksiyonunun x =0

merkezli Binom serisi aciliminin ilk {i¢ terimini yaziniz.

@ertansinansahin.com)

Temel olmayan integrallerin hesaplanmasi

Bir 6rnek iizerinden Taylor serilerinin integral hesabinda
nasil kullandigini inceleyelim.

ORNEK 11: cos x® fonksiyonunun Maclaurin serisini

kullanarak asagidaki maddeleri cevaplayimiz:

a. f cos x3 dx belirsiz integralini bir kuvvet serisi olarak

ifade ediniz.

b. f 01 cos x* dx belirli integralinin degerini, hata pay1

10™?ten kiigiik olacak sekilde tahmin ediniz.

Arktanjantlar

Bir 6rnek tizerinden Taylor serilerinin arktanjant

hesaplarinda nasil kullanildigini inceleyelim.

ORNEK 12: f(x) = arctan x fonksiyonunun x = 0 civarindaki
Taylor serisini kullanarak, 5 degerini 1072 hata payindan

daha kiiciik bir hata ile hesaplamak istedigimizi diistinelim.

a. arctan x fonksiyonunun Taylor serisi acilimini yaziniz.

b. % degerini istenen hassasiyette hesaplamak i¢in serinin

kag teriminin toplanmasi gerektigini belirleyiniz.
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Belirsiz formlann hesaplanmasi Onemli Maclaurin serileri ve yakinsaklik yarigaplari:
Bazen belirsiz formlari, ilgili fonksiyonlar1 Taylor serisi 1 oo
.. _ _ 2, .3 —
cinsinden ifade ederek hesaplayabiliriz. Ornekleri I—x ZX T=Eltxtxt x4, R=1
=0
inceleyelim. !
) 2n+1 3 5
.. R 0 X _ x°  x _
ORNEK 13: Asagidaki limiti Taylor serisini kullanarak tan " x = HZ(;(_D om+l 3 + 5 +-+, R=1
hesaplayiniz:
lim golzx < x" x? X3
pk 2 In(l+x)=» (1) "= =x—=—+=+---, R=1
0 x (1+x) Zl( o Tt
oo
k k(k—1
(1+x)k=2( )x”=1+kx+¥x2+---, R=1
—\n 2!
X n 2 3
eX = Z X_ =1+ i X_ X_ , R=oo
n! 121 3
n=0
0 2n+1 3 5
x x° X
sinx = —1)" = —+ = , R=o0
;( ) (2n+1)! 3! 5!
0 2n 2 4
x x
cosx = —1)" =1—-—+— , R=o0
HZ(;( ) (2n)! 21 4
ORNEK 14: Asagidaki limiti Taylor serisini kullanarak
hesaplayiniz:
. X—sinx
lim ————
x—0 x3

@ertansinansahin.com)

Euler’in 6zdesligi

Euler’in 6zdesligini yazalim ve bu 6zdesligi Taylor serileri
iizerinden gosterelim.

99
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Kalkilis

Alstirmalar ve Problemler

1. Asagida verilen kuvvet serileri icin;

i. Yakinsaklik yarigapini ve yakinsaklik araligini bulunuz.

ii. Hangi x degerleri icin seri mutlak yakinsaktir?

iii. Hangi x degerleri icin seri kosullu yakinsaktir?

a. > =3

n=1 n-4n

00 xn
c. Zn:l n25n

oo (=)'(2x+1)"
b. 2n=0 Vn+1

@ertansinansahin.com)

2. Asagida verilen serinin yakinsaklik araligini bulunuz ve bu
aralik dahilinde serinin toplamini x’in bir fonksiyonu olarak

e =1
n=0

ifade ediniz:

3. Asagida verilen serinin toplamini bulunuz:

1 1 1 1
___+__...+(_1)”—1_+...
2 8 24 n-2n
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4. A§a§1daki fonksiyonlarln x = 0 noktasindaki Taylor 6. G(x) = f; sin tz dt olarak verilsin.

serilerini (Maclaurin serileri) bulunuz:
a. G(x) fonksiyonunun Maclaurin serisini (0 civarindaki

a. f(x)= ﬁ b. g(x)= e’ Taylor serisi) bulunuz. (Bilinen fonksiyonlarin
Maclaurin serilerini kullanabilirsiniz.)

b. G(1) degerini, hata 0.001’den kiiciik olacak sekilde
yaklasik olarak hesaplayiniz.

5. f(x)= g fonksiyonu verilsin.

a. f(x) fonksiyonunun Maclaurin serisini (0 civarindaki
Taylor serisi) bulunuz.

b. Bu serinin yakinsaklik araligini bulunuz.

@ertansinansahin.com)
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Kalkills

Cevaplar

Ornek sorular

1

10

11

12

13

14

a.[-1,1] b. (—o0,00) c. {0}

f(x) = arctan x

Videoya gidiniz.

a Y % (c—1y b.R=1

n

. oo noa2tl B3 4
smx = Zn:O(_l) oD =X~ tE o

F(x)==3—2(x—1)+3(x—1)*+(x—1)°

0.2)*
Hata < =~
3
8

01
Hata < &5

1 1.2 1.2 1.4
a.1+§x—§x b.l—zx —gX

7 13 N

a.C+X—ﬁ+m—"' b. ~0.929

2n+1

a. arctanx = > 0 (=1)"3—

b. n =50 terim (son terim 91—9)

D=

=

Aligtirmalar ve problemler

a.i.R=4,[-1,7) i (-1,7) iii.x=-1
b.i.R=1/2,(-1,0] ii. (—1,0) iii. x=0
c. i.R=5,[-5,5] ii. [-5,5] iii. @
(_Oonln2)7 f(x) = ﬁ

Toplam = ln(%)

. Z::o(_l)nx?m b. Z::o (_131&

[’} xn+2
. Zn:O 32

(Y]

a
b. (—3,3)

_ oo (—1)"x4"+3
a. G(x) =3, ") GG

b. G(1) ~ 2 ~0.3095

@ertansinansahin.com)
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A UNITE

PARAMETRIK DENKLEMLER VE

Bl

video izle

KUTUPSAL KOORDINATLAR

Diizlem Egrilerinin Parametrizasyonu

t degiskeni belirli bir aralikta degerler alirken,
x = f(t) ve y = g(t) denklemleriyle belirlenen (x, y)
noktalar kiimesine parametrik egri denir. Bu denklemlere

ise egrinin parametrik denklemleri adi verilir.

ORNEK 1: y = x? denklemi ile verilen parabolik egriyi goz

oniine alarak asagidaki sorular1 yanitlayiniz:

a. x =t parametresini kullanarak egrinin t € (—o0, 00)

araligindaki parametrik denklemlerini yaziniz.

b. x = 4/t parametrizasyonunu kullanarak egrinin t > 0
icin parametrik denklemlerini yaziniz ve bu
parametrizasyonun egrinin hangi kismini temsil

ettigini belirtiniz.

ORNEK 2: Asagida verilen parametrik denklemlerle
tanimlanan egriyi ¢iziniz:

x=t>—1, y=t+2, —-2<t<2

@ertansinansahin.com)

ORNEK 3: Asagida verilen parametrik denklemlerle

tanimlanan egriyi ¢iziniz:

x =sint, y=cost, 0<t<2m

ORNEK 4: Asagida verilen parametrik denklemleri

numaralandirilmis parametrik egrilerle eslestiriniz.

a. x=t, y=tcost?
b. x=t, y=+1—-1t2
c. x=sint, y=2cost
d. x =tsint, y=tcost
A
2
3
2
1
-1 1 1 4
-1
-2
-3
-2
I I
A
1 -6
D)
-1 1
111 v
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Kalkiills

Sikloit
Bir 6rnek iizerinden sikloit egrisini inceleyelim.

ORNEK 5: a yaricapli bir tekerlek, yatay bir dogru boyunca
kaymadan yuvarlanmaktadir. Baslangicta tekerlegin
merkezinin tam altinda bulunan tekerlek {izerindeki bir P
noktasinin izledigi yolun parametrik denklemlerini elde
ediniz. P noktasi baslangicta orijindedir.

Brakistokron ve esoylum egrilerini inceleyelim.

0 a 2a na 2ma
t t t t t T > X
a -
2a +
B(am,2a)
\4
y

Parametrik Egrilerle Kalkdills

Teget dogrulan ve alaniar

d d%y . . . . - .
2 ve % icin parametrik formiilleri tiiretelim.
x dx

@ertansinansahin.com)

ORNEK 6: x =2cost ve y = 3sint denklemleri ile verilen
eliptik egrinin t = 71/6 parametre degerine karsilik gelen

noktasindaki teget dogrusunun denklemini bulunuz.

ORNEK 7: x = t?+1 ve y = t° + t olarak verilen parametrik
2
egri icin ‘;TZ ifadesini t cinsinden bulunuz.
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ORNEK 8: Parametrik denklemleri x =2cost ve y = 2sint Dénel Yiizey Alanlan
(0 <t < 7t/2) olan egri ile eksenler arasinda kalan bélgenin
alanim integral yardimiyla hesaplayiniz. Parametrik egriler icin donel yiizey alani hesabinin nasil

yapilacagini inceleyelim.

Parametrik olarak tanimlanmig bir egrinin

uzunlugu
Parametrik olarak tanimlanmis bir egrinin uzunlugunu nasil ORNEK 10: x = cos® t ve y = sin® t parametrik denklemleri
bulacagimizi inceleyelim. ile verilen egrinin 0 < t < /2 araligindaki parcasinin

x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alanini

hesaplayiniz.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 9: x =e'cost, y =e'sint egrisinin0<t<n

araligindaki uzunlugunu hesaplayiniz.

Kutupsal Koordinatlar

Kutupsal koordinatlar: tanimlayalim.
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ORNEK 11: P(3,7/4) noktasinin tiim kutupsal Kutupsal koordinatlarla Kartezyen koordinatlar arasindaki

koordinatlarimi bulunuz. doniisiimleri elde edelim.

ORNEK 12: (x —2)? + y? = 4 denklemi ile verilen cemberin
kutupsal denklemini bulunuz.

Asagidaki kutupsal denklemlerin karsilik geldigi grafikleri
cizelim.

a.r=1lver=-1

b. 6=n/4,0=5n/4ve 06 =—7/4

c. 23r£4ve%£9$%ﬂ

d —2<r<lvef=%

= 3cosO+2sind

e. Z<0<n /E\

o

; ORNEK 13: Asagida verilen kutupsal denklemleri esdeger
'F(g Kartezyen denklemlere doniistiiriiniiz ve grafiklerini

E tanimlayiniz.

©

5

£ a. rsinf =5 cr 5

(0]
©

b. r2=—6rsin®
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Parametrik Denklemiler ve Kutupsal Koordinatiar

Kutupsal Koordinat Denklemlerinin
Grafiginin Cizilmesi
Kutupsal Koordinatlarda simetri testlerini inceleyelim.

I. x-eksenine gore simetri: Eger (r, 0) noktasi grafigin
tizerindeyse, (r,—0) veya (—r, © — 6) noktas1 da grafik
iizerinde yer alir.

II. y-eksenine gore simetri: Eger (r, 6) noktas: grafigin
tizerindeyse, (r, 1 — 0) veya (—r,—6) noktas: da grafik
lizerinde yer alir.

III. Orijine gore simetri: Eger (r, 6) noktas: grafigin
tizerindeyse, (—r, 0) veya (r, 6 + 1) noktas1 da grafik
tizerinde yer alir.

r = f(0) seklinde verilen kutupsal bir egrinin egimini elde
edelim.

Eger r = f(60) egrisi orijinden geciyorsa bu noktadaki
egimini bulalim.
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ORNEK 14: r =1—cos 6 denklemi ile verilen egriyi

Kartezyen xy-diizleminde ¢iziniz.

Kutupsal Koordinatlarda Alaniar ve
Uzunluklar

Alan hesabi icin gerekli olan alan diferansiyelini elde edelim.

ORNEK 15: r = 2(1 + sin ) kardiyoidi tarafindan

xy-diizleminde sinirlanan bdlgenin alanini bulunuz.
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Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar Kalklis

0<r(0)<r<ry(0)vea< 0 < p arasinda kalan bdlgenin ORNEK 17: 7 =1+ cos 6 denklemi ile verilen kardiyoit

alani icin genel bir integral yazalim. egrisinin toplam uzunlugunu hesaplayiniz.

ORNEK 16: Kutupsal koordinat sisteminde

r1(0) =2+ 2 cos 0 kardiyoidi ile r,(8) = 2 ¢emberi
tarafindan sinirlanan bolgeyi goz oniine alarak; cemberin
disinda, kardiyoidin ise i¢inde kalan bdlgenin alanini
hesaplayiniz.
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Konik Kesitleri

Parabol, elips ve hiperbolii geometrik olarak tanimlayip

sekilleri inceleyelim.

Kutupsal bir egrinin uzunlugunu nasil bulacagimizi

inceleyelim.

elips hiperbol
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Kalkiilts

Parametrik Denklemiler ve Kutupsal Koordinatiar

Parabol

Bir diizlem igerisinde, belirlenmis sabit bir
noktaya ve sabit bir dogruya esit uzaklikta bulunan
noktalarin geometrik yerine parabol denir. Bu sabit nokta
paraboliin odagi, sabit dogru ise paraboliin dogrultmani
olarak adlandirilir.

ORNEK 18: x? =—12y denklemi ile verilen paraboliin odak

noktasini ve dogrultman denklemini bulunuz.
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Elips

Diizlemdeki iki sabit noktaya olan uzakliklarinin
toplami sabit olan noktalar kiimesine elips denir. Bu iki
sabit nokta elipsin odaklari olarak adlandirilir. Elipsin
odaklarindan gecen dogruya odak ekseni, bu eksen
iizerinde odaklarin tam ortasinda bulunan noktaya ise
merkez denir. Odak ekseni ile elipsin kesistigi noktalara

ise elipsin koseleri ad1 verilir.

ORNEK 19: ’2(—: + y,rz = 1 denklemi ile verilen elips icin

asagidaki degerleri hesaplayiniz:
a. Yar biiyiik eksen (a) ve yar kiiciik eksen (b)
uzunluklarini bulunuz.
b. Merkezden odaga olan mesafeyi (c) hesaplayiniz.
c. Elipsin odak noktalarinin koordinatlarini yaziniz.
d. Elipsin kose noktalarinin koordinatlarini yaziniz.

e. Elipsin merkezini belirtiniz.
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Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar Kalkilis

Parabol, elips ve hiperbol i¢cin yazdigimiz denklemlerde x ve

Hiperbol

y’nin yer degistirmesi durumunda neler olacagini tartisalim.

Hiperbol, diizlemdeki iki sabit nokta olan
odaklar ile arasindaki uzaklik farki sabit olan noktalar
kiimesidir. Odak noktalarindan gecen dogruya odak ekseni
denir. Odaklar arasindaki mesafenin tam orta noktasi
hiperboliin merkezidir. Odak ekseni ile hiperbol egrisinin

kesistigi noktalar ise koseler olarak adlandirilir.

)
E
(=]
(8]
c
£
3

s| Kutupsal Koordinatlarda Konikler
©
[

ORNEK 20: % - % =1 denklemi ile verilen hiperboliin £| Dismerkezlik
asagida belirtilen karakteristik 6zelliklerini bulunuz. q,_)
@ Konik kesitlerde dismerkezlik e ile gosterilir.
a. Merkez c. Odaklar X2y
b. Koseler d. Asimptotlar a > b olmak iizere = + 2= 1 elipsi igin
ez & o va?—b?
“a  a
2 2
% - 2% =1 hiperbolii i¢in
ez & va?+b?
“a  a

parabolde ise e = 1’dir.
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Kalkiilis Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar

Asagidaki sekiller tizerinden digmerkezlik degerini detayl bir ORNEK 21: Merkezi orijinde olan, odak noktalarindan biri
sekilde inceleyelim. (5,0) noktasinda bulunan ve bu odaga kargilik gelen
dogrultman dogrusu x = % olan hiperboliin Kartezyen
y .
V denklemini bulunuz.
o > X
y
A
Fy (=¢,0) Fy (c,0)
» X
0
N
E
o
o
c
£
©
c
@| Kutupsal denklemler
©
E Bir paraboliin, elipsin ya da hiperboliin kutupsal denklemini
@ nasil elde edecegimizi gorelim.
©
Y
A
> X
Fi (-0 | O Fy (c,0)
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Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar Kalkilis

ORNEK 22: Digmerkezligi e = 2 olan ve x = 3 dogrusunu Bir dogrunun kutupsal koordinatlardaki denklemini elde
dogrultman kabul eden hiperboliin standart denklemini edelim.

bulunuz. Hiperboliin odag: orijindedir.

ORNEK 23: Denklemi r = ﬁ olan egriyi ele aliniz.

a. Bu konik kesitin digsmerkezligini (e) bularak tiiriinii

belirleyiniz.
b. Dogrultman dogrusunun denklemini bulunuz.

c. Egrinin x-ekseni iizerindeki kdselerini belirleyiniz.

Bir cemberin kutupsal koordinatlardaki denklemini elde

edelim.
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Dismerkezligi e ve yar1 biiyiik ekseni a olan elipsin kutupsal

denklemini elde edelim.
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Kalkiilis Parametrik Denklemiler ve Kutupsal Koordinatiar

3. r2 = sin 6 denklemi ile verilen egriyi Kartezyen
Alstirmalar ve Problemler

3 x y-diizleminde ¢iziniz.
1. (0,3) ve (3,0) noktalarini birlestiren dogru parcasini,
sekildeki gibi orijinden gecen 6 agisin1 parametre olarak

kullanarak parametrize ediniz.

4. Kutupsal denklemi r = 4 cos 6 olarak verilen ¢cemberin,
/6 < 0 < /3 araliginda kalan bolgesinin alanini

hesaplayiniz.
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2. (x +3)?+(y —1)? = 4 cemberi icin (—1, 1) noktasindan
baslayan, saat yoniinde ¢ember etrafinda bir tam tur atan ve
parametre olarak merkez acis1 6’y1 kullanan bir

parametrizasyon bulunuz.
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Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar Kalkilis

5. x2—4y? — 4x + 8y — 4 = 0 denkleminin bir hiperbol Cevaplqr
belirttigini gosteriniz. Bu hiperboliin merkezini, odak
noktalarini ve asimptotlarini bulunuz. Arnek sorular

a.x=t, y=t? t€R

b. x=4+/t, y=t, x>0 (Sagkol)
2  Videoya gidiniz.
3  Videoya gidiniz.
4 all bI cI dIV

5 x=a(0—sinf) y=a(l—cosH)

dx2 4¢3
8 A=mn
9 L=+2("—1)
10 s=%

5
6. Dismerkezligi e = % olan ve odak noktalarindan biri 11 (3,5 +2nm)ve (_3’5% +2nn),n€Z
kutupsal koordinat diizleminin baslangi¢ noktasinda
(orijinde) bulunan bir konik kesitin, bu odaga karsilik gelen 12 r=dcosd

dogrultman denklemi r cos 8 = 10 olarak verilmistir. Bu

a. y =5, dogru

konik kesit i¢in bir kutupsal denklem bulunuz.
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13 b. x>+ (y +3)>=9, cember

c. 3x +2y =6, dogru

14 Videoya gidiniz.

15 A=6n
16 A=8+n
17 L=8

18 Odak: (0,—3) Dogrultman: y =3

a.a=5b=3 b.c=4

0 c. (4,0)ve (—4,0) d. (5,0) ve (—5,0) e. (0,0)
a. M(0,0) b. V;(=3,0), V,(3,0)

20 . F;(=5,0), Fy(50) d y=x3x

21 LY

22 r=i2—
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Kalkiilis Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar

a. e=2, Hiperbol b. x=-2
23
c. (—4,0) ve (—%,0)

Aligtirmalar ve problemler

1 x = 3cos b y= 3sinf 0<9<

cos O+sin 6 ? cos 6+sin 6 ?

(S}

2 x=-—3+4+2cosf, y=1-—2sinf, 0<60<2rm
3  Videoya gidiniz.
2
4 A==
Merkez: (2,1) Odaklar: (2 £ +/5,1)

Asimptotlar: y —1 =+1(x —2)

_ 30
6 = 53 3c0s0

@ertansinansahin.com}
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KALKULUS 1-2

TURKCE-INGILIZCE TERIM KARSILIKLAR

1. Unite: Limitler ve Stireklilik
Limit Limit

Limit kurallar1 Limit laws

Ortalama degisim oram1 Average rate of change
Anlik degisim oram1 Instantaneous rate of change
Kiris dogrusu Secant line

Teget dogrusu Tangent line

Sikistirma teoremi Sandwich theorem

Limitin tam tanimi Precise definition of a limit
Tek tarafli limit One-sided limit

Sagdan limit Right-hand limit

Soldan limit Left-hand limit

Sonsuzdaki limit Limit at infinity

Sonsuz limit Infinite limit

Yatay asimptot Horizontal asymptote

Diisey asimptot Vertical asymptote

Egik asimptot Oblique asymptote

Siireklilik Continuity

Siirekli fonksiyon Continuous function
Siireksizlik Discontinuity

Kaldir1labilir siireksizlik Removable discontinuity
Sicrama siireksizligi Jump discontinuity
Sonsuz siireksizlik Infinite discontinuity
Salimimb siireksizlik Oscillating discontinuity
Siirekli genisleme Continuous extension

Ara deger teoremi Intermediate value theorem

Tam deger fonksiyonu Greatest integer function
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2. Unite: Tirev

Tiirev Derivative

Tiirev alma Differentiation
Tiirevlenebilir Differentiable

Fark boliimii Difference quotient
Bir noktadaki egim Slope at a point
Normal dogrusu Normal line

Kose Corner

Sivri u¢ Cusp

Kuvvet kurali Power rule

Carpim kurali Product rule

Boliim kurali Quotient rule

Yiiksek mertebeden tiirev Higher-order derivative
Degisim orani Rate of change
Konum Position

Yer degistirme Displacement

Hiz Velocity

Siirat Speed

ivme Acceleration

Silkme Jerk

Zincir kurali Chain rule

Kapali tiirev Implicit differentiation

Ters trigonometrik fonksiyon Inverse trigonometric

function
iliskili oranlar Related rates
Dogrusallastirma Linearization

Diferansiyel Differential
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3. Unite: Tiirev Uygulamalari

Mutlak (global) maksimum Absolute (global) maximum
Mutlak (global) minimum Absolute (global) minimum
Yerel maksimum Local maximum

Yerel minimum Local minimum

Ekstremum deger Extreme value

Uc deger teoremi Extreme value theorem
Kritik nokta Critical point

Rolle teoremi Rolle’s theorem

Ortalama deger teoremi Mean value theorem
Artan fonksiyon Increasing function

Azalan fonksiyon Decreasing function

Birinci tiirev testi First derivative test

ikinci tiirev testi Second derivative test
Konkavlik Concavity

Yukar1 konkav Concave up

Asag1 konkav Concave down

Doniim noktas1 Point of inflection

Belirsiz bicim Indeterminate form

L’Hopital kurali L'Hopital’s rule
Optimizasyon Optimization

Newton yontemi Newton’s method

Ters tiirev Antiderivative

4. Unite: integral

Alan Area

Sonlu toplam Finite sum

Alt toplam Lower sum

Ust toplam Upper sum

Sigma gosterimi Sigma notation
Boliintii Partition

Boliintiiniin normu Norm of a partition
Riemann toplami Riemann sum

Integrallenebilir Integrable
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integral sinirlar1 Limits of integration

Bir fonksiyonun ortalama degeri Average value of a

function

Kalkiiliisiin temel teoremi Fundamental theorem of

calculus
Toplam alan Total area

Egriler arasindaki alan Area between curves

5. Unite: integrasyon Uygulamalari

Hacim Volume

Kesit alam1 Cross-sectional area
Dilimleme yontemi Method of slicing
Donel cisim Solid of revolution

Donme ekseni Axis of revolution

Disk yontemi Disk method

Pul yontemi Washer method

Silindirik kabuk yontemi Shell method
Silindirik kabuk Cylindrical shell

Egri uzunlugu Arc length

Yay uzunlugu diferansiyeli Arc length differential
Diizgiin (piiriizsiiz) egri Smooth curve
Doénel yiizey Surface of revolution
Yiizey alan1 Surface area

is Work

Yay sabiti (katsayis1) Spring constant
Hooke yasas1 Hooke’s law

Akiskan basiner Fluid pressure
Akiskan kuvveti Fluid force

Agirlik yogunlugu Weight density
Moment Moment

Kiitle merkezi Center of mass

Agirlik merkezi (geometrik merkez) Centroid
Yogunluk Density

ince levha Thin plate



6. Unite: integraller ve Agkin
Fonksiyonlar

Askin fonksiyon Transcendental function

Dogal logaritma Natural logarithm

Ustel fonksiyon Exponential function

Logaritmik tiirev alma Logarithmic differentiation
Ters fonksiyon Inverse function

Ustel biiyiime Exponential growth

Ustel azalma (azalis) Exponential decay
Yarilanma 6mrii (yar1 6miir) Half-life
Diferansiyel denklem Differential equation

Ayrilabilir diferansiyel denklem Separable differential

equation

Baslangic deger problemi Initial value problem
Newton soguma yasasi Newton’s law of cooling
Hiperbolik fonksiyon Hyperbolic function
Hiperbolik siniis Hyperbolic sine

Hiperbolik kosiniis Hyperbolic cosine

Ters hiperbolik fonksiyon Inverse hyperbolic function
Zincir egrisi (katener) Catenary

Goreli biiylime oran1 Relative rate of growth

Daha hizli biiyiimek Grow faster

Ayn1 hizda biiyiimek Grow at the same rate

7. Unite: integrasyon Teknikleri

Belirsiz integral Indefinite integral

Belirli integral Definite integral

integrand (tiimlevlenen) Integrand
Degisken degistirme Substitution

Kismi integrasyon Integration by parts

Tablo yontemi Tabular integration

indirgeme formiilii Reduction formula
Trigonometrik integral Trigonometric integral

Trigonometrik degisken degistirme Trigonometric

substitution
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Kismi kesirler Partial fractions

Kismi kesirlere ayristirma Partial fraction decomposition
Rasyonel fonksiyon Rational function

Basit (has) kesir Proper fraction

indirgenemez ikinci derece carpan Irreducible quadratic

factor

integral tablosu Table of integrals

Bilgisayar cebiri sistemi Computer algebra system
Sayisal integrasyon Numerical integration

Yamuk kurali Trapezoidal rule

Simpson kurali Simpson’s rule

Hata sinir1 Error bound

Has olmayan integral Improper integral
Yakinsak integral Convergent integral

Iraksak integral Divergent integral

Dogrudan karsilastirma testi Direct comparison test

Limit karsilastirma testi Limit comparison test

8. Unite: Sonsuz Diziler ve Seriler

Dizi Sequence

Terim Term

Dizinin limiti Limit of a sequence
Yakinsak Convergent

Iraksak Divergent

Yakinsaklik Convergence

Iraksaklik Divergence

Monoton dizi Monotonic sequence
Sinirl dizi Bounded sequence

Monoton dizi teoremi Monotonic sequence theorem
Ozyinelemeli tanim Recursive definition
Sonsuz seri Infinite series

Kismi toplam Partial sum

Geometrik seri Geometric series

Ortak oran Common ratio

Teleskopik seri Telescoping series
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Harmonik seri Harmonic series

p-serisi p-series

Iraksaklik icin n. terim testi nth-term test for divergence
integral testi Integral test

Karsilastirma testi Comparison test

Oran testi Ratio test

Kok (Cauchy kok) testi Root test

Mutlak yakinsaklik Absolute convergence
Kosullu yakinsaklik Conditional convergence
Alterne (almasik) seri Alternating series

Alterne (almasik) seri testi Alternating series test
Kuvvet serisi Power series

Yakinsaklik yaricap: Radius of convergence
Yakinsaklik araligi Interval of convergence
Taylor serisi Taylor series

Maclaurin serisi Maclaurin series

Taylor polinomu Taylor polynomial

Kalan terim Remainder

Binom serisi Binomial series
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Kalan tahmin teoremi Remainder estimation theorem

9. Unite: Parametrik Denklemler ve
Kutupsal Koordinatiar

Parametrik denklem Parametric equation

Parametre Parameter

Parametre aralif1 Parameter interval

Parametrizasyon (parametrelendirme) Parametrization
Parametrik egri Parametric curve

Baslangic noktas: Initial point

Bitis noktas1 Terminal point

Sikloit Cycloid

Kutupsal koordinatlar Polar coordinates

Kutup Pole

Kutupsal eksen Polar axis
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Kutupsal denklem Polar equation
Kardiyoit (kalp egrisi) Cardioid
Giil egrisi Rose curve

Limason Limacon

Lemniskat Lemniscate

Simetri testi Symmetry test
Konik kesit Conic section
Parabol Parabola

Elips Ellipse

Hiperbol Hyperbola

Odak Focus

Dogrultman Directrix

Tepe noktas1 Vertex

Asimptot Asymptote
Dismerkezlik Eccentricity
Biiyiik eksen Major axis

Kiiciik eksen Minor axis

10. Unite: Vektdrler ve Uzay Geomethrisi

Uc boyutlu koordinat sistemi Three-dimensional

coordinate system

Sag el kural1 Right-hand rule
Sekizde bir bolge Octant

Vektor Vector

Skaler Scalar

Bilesen Component

Birim vektor Unit vector

Standart birim vektorler Standard unit vectors
Uzunluk Length

Yon Direction

Nokta (i¢) carpimi Dot product
Skaler carpim Scalar product
Vektorel (dis) carpim Cross product
Vektor izdiisiimii Vector projection

Skaler bilesen Scalar component



Dik (dikgen) vektérler Orthogonal vectors
Paralel vektorler Parallel vectors

Uclii skaler carpim Triple scalar product
Paralelkenar Parallelogram

Paralelyiizlii Parallelepiped

Dogru Line

Diizlem Plane

Normal vektor Normal vector

Aykir1 dogrular Skew lines

Silindir Cylinder

Kuadrik (ikinci dereceden) yiizey Quadric surface
Elipsoit Ellipsoid

Paraboloit Paraboloid

Hiperboloit Hyperboloid

Hiperbolik paraboloit Hyperbolic paraboloid

Koni Cone

11. Unite: Vekidér Degerli Fonksiyonlar ve
Uzayda Hareket

Vektor degerli fonksiyon Vector-valued function
Uzay egrisi Space curve

Teget vektor Tangent vector

Teget dogru Tangent line

Hiz vektorii Velocity vector

ivme vektdrii Acceleration vector

Siirat Speed

Helis Helix

Egik atis hareketi Projectile motion

Yay uzunlugu parametresi Arc length parameter
Birim teget vektér Unit tangent vector

Egrilik Curvature

Egrilik yaricap1 Radius of curvature

Egrilik merkezi Center of curvature

Egrilik cemberi Circle of curvature
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Birim normal vektor Principal unit normal vector
Binormal vektor (ikincil dikme) Binormal vector
Burulma Torsion

TNB catis1 TNB frame

Tegetsel bilesen Tangential component

Normal bilesen Normal component

Kepler yasalar1 Kepler’s laws

12. Unite: Kismi Tiirevler

Cok degiskenli fonksiyon Function of several variables
Tanim kiimesi Domain

Goriintii kiimesi Range

Seviye (diizey) egrisi Level curve
Seviye (diizey) yiizeyi Level surface
Kontur ¢izgisi Contour line

ic nokta Interior point

Sinir noktas1 Boundary point

Acik bolge Open region

Kapali bolge Closed region

Sinirli bélge Bounded region

iki yol testi Two-path test

Kismi tiirev Partial derivative

ikinci mertebe kismi tiirev Second-order partial derivative
Karisik tiirev Mixed derivative
Tiirevlenebilir Differentiable

Zincir kurali Chain rule

Kapali tiirev Implicit differentiation
Yonlii tiirev Directional derivative
Gradyan Gradient

Gradyan vektorii Gradient vector
Teget diizlem Tangent plane

Normal dogru Normal line
Dogrusallastirma Linearization
Toplam diferansiyel Total differential
Yerel maksimum Local maximum

121



Yerel minimum Local minimum

Kritik nokta Critical point

Eyer noktas1 Saddle point

ikinci tiirev testi Second derivative test
Hessian determinanti Hessian

Mutlak ekstremum Absolute extremum
Lagrange carpanlar1 Lagrange multipliers
Kisit Constraint

Kisitli degisken Constrained variable

13. Unite: Katl integraller

Kath integral Multiple integral

Cift integral Double integral

Yinelenmis integral Iterated integral
Fubini teoremi Fubini’s theorem
Riemann toplami Riemann sum
integrasyon bolgesi Region of integration
integrasyon smirlar1 Limits of integration
integrasyon siras1 Order of integration
Ortalama deger Average value

Uclii integral Triple integral

Kutupsal bicimde c¢ift integral Double integral in polar

form

Silindirik koordinatlar Cylindrical coordinates

Kiiresel koordinatlar Spherical coordinates
Hacim elemam1 Volume element

Birinci moment First moment

Eylemsizlik momenti (d6nme eylemsizligi) Moment of

inertia
Degisken degistirme Change of variables
Jakobiyen Jacobian

Déniisiim Transformation
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14. Unite: integraller ve Vekidr Alanlan

Egrisel (hat) integral Line integral
Vektor alam1 Vector field

Gradyan alam1 Gradient field

Is Work

Dolanim (dolasim) Circulation

Aki Flux

Yoldan bagimsizlik Path independence
Korunumlu alan Conservative field
Potansiyel fonksiyon Potential function
Tam diferansiyel Exact differential
Baglantili bolge Connected region

Basit baglantili bolge Simply connected region
Basit kapali egri Simple closed curve
Pozitif yonlendirme Positive orientation
Green teoremi Green’s theorem
Rotasyonel (dolam) Curl

Diverjans (1raksay) Divergence
Parametrize edilmis yiizey Parametrized surface
Yiizey alani eleman1 Surface area element
Yiizey integrali Surface integral
Yonlendirilebilir yiizey Orientable surface
Stokes teoremi Stokes’ theorem

Diverjans teoremi Divergence theorem
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