A UNITE

INTEGRASYON UYGULAMALARI

Kesit Alaniyla Hacim Hesabi

Paralel yiizeylerle dilimleme yaparak hacim hesabinin nasil
yapilacagini tartisalim. Hacmin matematiksel tanimini

yapalim.

x = a’dan x = b’ye kadar olan, integrallenebilir
bir A(x) kesit alanina sahip kati bir cismin hacmi, A

fonksiyonunun a’dan b’ye kadar olan integralidir:

b
V= J A(x)dx

ORNEK 1: Taban kenar uzunlugu a ve yiiksekligi h olan bir

kare dik piramidin hacmini hesaplayiniz.
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video izle

Doénel cisimler: disk yontemi

Donel cisimlerin ne oldugunu ve nasil elde edildigini
inceleyelim. Hacim hesaplamada kullanilan disk yéntemini
aciklayalim ve matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 2: y = x? egrisi, 0 < x < 1 aralig1 ve x-ekseni
arasinda kalan bolge, bir kati cisim olusturmak {izere
x-ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Olusan bu doénel cismin

hacmini integral yardimiyla hesaplayiniz.




integrasyon Uygulamalari

Kalkdills

ORNEK 3: y = /x egrisi, y = 2 dogrusu ve x = 0 dogrusu
ile sinirlanan bolgeyi goz 6niine aliniz. Bu bolgenin y =2
dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin

hacmini veren integrali yaziniz.

y-ekseni etrafinda dénme durumu i¢in hacim hesabini
matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 4: x = y? parabolii ile x = 1 dogrusu arasinda kalan
bolgeyi g6z oniine aliniz. Bu bélgenin x = 1 dogrusu
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini

veren integrali yaziniz.
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Dénel cisimler: pul yéntemi

icinde bosluk kalan dénel cisimlerin hacimlerinin pul

yontemiyle nasil hesaplandigini inceleyelim.

AY

\/ y:g(x)

/—\_/yzf(x)

» X

ORNEK 5: y = e* egrisi, y = x + 1 dogrusu ve x = 1 dogrusu
tarafindan sinirlanan bélgeyi g6z 6niine aliniz. Bu bdlgenin
x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan doénel cismin

hacmini veren integrali yaziniz.

ORNEK 6: x = y? parabolii ile x = 1 dogrusu arasinda kalan
bolgeyi g6z 6ntine aliniz. Bu bolgenin x = 2 dogrusu
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan doénel cismin hacmini

veren integrali yaziniz.




Kalkiilts

integrasyon Uygulamalari

Silindirik Kabuklarla Hacim Hesabi

¥y = 4—x? parabolii ile x-ekseni arasinda kalan bélgeyi
x = 3 dogrusu etrafinda dondiirerek bir donel cisim elde

edelim. Bu cismin hacmini nasil bulabilecegimizi tartigalim.

Silindirik kabuk yontemini matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 7: y = 4/x egrisi, x-ekseni ve x = 1 dogrusu
arasinda kalan bolgeyi géz 6niine aliniz. Bu bolgenin
y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin

hacmini veren integrali silindirik kabuk yontemiyle yaziniz.
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ORNEK 8: x = y — y? egrisi ile y-ekseni arasinda kalan
boélgenin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin

hacmini veren integrali silindirik kabuk yontemiyle yaziniz.

Egri Uzunlugu

Bir egrinin uzunlugunun nasil elde edilecegini tartisalim.

Ardindan bir egrinin uzunlugunu tanimlayalim.

Eger f’ tiirevi [a, b] kapali araliginda stirekli
ise, y = f(x)egrisinin A = (a, f(a)) noktasindan
B = (b, f (b)) noktasina kadar olan uzunlugu, asagidaki

integralin degeridir:

b b
L:f 1+[f’(x)]2dx=f \ 1+(Z—i)2dx.

ORNEK 9: y = x? — x egrisinin x = 0 ile x = 2 arah@mndaki

uzunlugunu veren integrali yaziniz.

ORNEK 10: y = 2x%/2 egrisinin x = 0 ile x = 3 araligindaki
uzunlugunu bulunuz.




integrasyon Uygulamalari

Kalkiills

Dénel Yuzey Alanlan

Donel cisimlerin ylizey alanini nasil elde edecegimizi
tartisalim. Ardindan doénel cisimler icin yiizey alaninin

matematiksel tanimini inceleyelim.

Eger f(x) = 0 fonksiyonu [a, b] aralig1 tizerinde
stirekli tiiretilebilir ise, y = f(x) grafiginin x-ekseni
etrafinda dondiirtilmesiyle olusan yiizey alan: asagidaki
integralin degeridir:

b 2 b
Szj 21y 1+(%) dxzj 2nf (x)4y/ 1+ (f/(x))2dx

ORNEK 11: y = 4/x egrisinin 1 < x < 2 araligindaki
parcasinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan

ylizeyin alanini bulunuz.
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Fiziksel is ve Basing Kuvveti
Hesaplamalarn

Degisken bir F(x) kuvvetinin bir nesneyi x = a noktasindan
x = b noktasina kadar hareket ettirirken yaptig1 toplam isi

tanimlayalim.

ORNEK 12: Dogal boyu 40 cm ve kuvvet sabiti k = 300 N/m
olan bir yay1 20 cm uzunluga sikistirmak icin gereken isi
bulunuz.

ORNEK 13: Birim uzunluktaki kiitlesi 0.1 kg/m olan 10 m
uzunlugundaki bir ip, bir binanin tepesinden
sarkitilmaktadir. Bu ipin tamamini binanin tepesine ¢ekmek
icin yapilmasi gereken is kag joulediir? (Yercekimi ivmesinin

biiyiikligini g = 10 m/s* alimz.)




Kalkiilts

integrasyon Uygulamalari

ORNEK 14: Boyutlar1 8 m x 12 m ve derinligi 2 m olan
dikdortgenler prizmasi seklindeki tam dolu bir havuzun
suyu, havuzun iist kenar seviyesine pompalanarak
bosaltilacaktir. Suyun 6zgiil agirhigimn 10 kN/m® oldugu

varsayilirsa bu islem i¢in yapilmasi gereken is kac joulediir?

Basin¢ kuvveti hesabi yaparken integralden nasil

yararlanacagimizi inceleyelim.

ORNEK 15: Tabani 3 m ve yiiksekligi 2 m olan ikizkenar
iicgen seklindeki diiz bir levha, tabani yukarida olacak
sekilde suyun icine dikey olarak yerlestirilmistir. Levhanin
iist kenari (liggen tabani), su ylizeyinin 1 m altindadir. Suyun
6z agirhginin 10 kN/m® oldugu varsayildiginda, suyun
levhanin bir yiiziine uyguladig: toplam kuvveti bulunuz.
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Moment ve Kiitle Merkezi

Tek boyutlu bir cismin kiitle merkezini nasil bulacagimizi ve
moment kavramini tartigalim. Kiitle merkezinin konumunu

matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 16: Konuma bagh kiitle yogunlugu 6(x) = 4 + 2x°
olan ve x-ekseni {izerinde [0, 2] araliginda yer alan bir
cubugun;

a. Toplam kiitlesini bulunuz.

b. Kiitle merkezinin koordinatini bulunuz.




integrasyon Uygulamalari Kalkliis

iki boyutlu bir cismin kiitle merkezini nasil bulacagimizi iki egri arasinda kalan levhalarin kiitle merkezini nasil
tartisalim. Kiitle merkezinin konumunu matematiksel olarak bulacagimizi tartisalim.

ifade edelim.
Ay

\/ y=f0)

ORNEK 17: Koordinat diizleminde x-ekseni, x = 2 dogrusu
ve ¥y = 3x dogrusu tarafindan sinirlanan ti¢cgensel bir levha
bulunmaktadir. Bu levhanin konuma baglh yogunlugu
6(x) = x + 2 olduguna gore;

a. Levhanin toplam kiitlesini bulunuz.

b. Levhanin kiitle merkezinin x-koordinatin1 bulunuz.
ORNEK 18: Koordinat diizleminde iistten f(x) = /x egrisi,

c. Levhanin kiitle merkezinin y-koordinatin1 bulunuz. - )
alttan g(x) = x? egrisi ile sinirlanan bir levha bulunmaktadir.

Bu levhanin konuma bagl yogunluk fonksiyonu & (x) = 6x

olduguna gore;
a. Levhanin toplam kiitlesini bulunuz.
b. Levhanin kiitle merkezinin x-koordinatini bulunuz.

c. Levhanin kiitle merkezinin y-koordinatini1 bulunuz.
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Kalkiilts

integrasyon Uygulamalar

Merkezler

Bir seklin merkezinin nasil bulunacagini tartisalim.

ORNEK 19: Koordinat diizleminde x-ekseninin {izerinde yer
alan, merkezi orijin olan r = 4 yaricapl yarim ¢ember ile
x-ekseni tarafindan sinirlanan bir levha bulunmaktadir. Bu

levhanin yogunlugu 6 sabitine esittir. Bu levhanin;
a. Toplam kiitlesini bulunuz.

b. Merkezinin koordinatlarini bulunuz.

Aligtirmalar ve Problemler

1. Birinci bélgede; soldan x2 + y? = 4 ¢emberi, sagdan x = 2
dogrusu ve iistten y = 2 dogrusu ile sinirlanan bélgeyi goz
ontine aliniz. Bu bolgenin y-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini veren
integrali;

a. Pul yontemini kullanarak,

b. Silindirik kabuk yontemini kullanarak yaziniz.

2. y = x?+1 parabolii ve y = —x + 3 dogrusu ile sinirlanan

bolgeyi g6z ontine aliniz. Bu bolgenin x-ekseni etrafinda
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dondiiriilmesiyle olugsan donel cismin hacmini veren integrali
yaziniz.
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3. Koseleri (1,0), (2,1) ve (1, 1) olan {icgensel bélgenin 5. y = 2(e* +e7™) egrisinin x = 0 ile x = In(3) arahigindaki
y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin uzunlugunu bulunuz.
hacmini hesaplamak i¢in;

a. Disk/pul yontemini kullanarak hacmi veren integrali

yaziniz.

b. Silindirik kabuk yontemini kullanarak hacmi veren
integrali yaziniz.

6. r yaricapli ve merkezi orijinde olan bir ¢gemberin ¢evresini

bulmak icin gerekli integrali yaziniz.

4. f(x)= % + 5= fonksiyonunun grafiginin 1 < x <3

X

araligindaki uzunlugunu bulunuz.
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Kalkiilts

integrasyon Uygulamalar

7.y= %xg egrisinin 0 < x < 1 araligindaki parcasinin
x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yiizey S

olsun. Bu ylizeyinin alanini hesaplayiniz.
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8. D bolgesi; y = e*, y = vx + 1 egrileri ve y = 2 dogrusu
tarafindan sinirlandirilmis bir bolge olsun.
a. D bolgesinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olusan S kati cisminin hacmini, dilimleme (disk/pul)
yontemi kullanarak bir veya birden fazla integral ile

ifade ediniz.

b. (a) sikkinda verilen S kat1 cisminin hacmini, silindirik
kabuklar yontemi kullanarak bir veya birden fazla

integral ile ifade ediniz.

c. D bolgesinin x = —2 dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan kati cismin hacmini, dilimleme
(disk/pul) yontemi kullanarak bir veya birden fazla

integral ile ifade ediniz.
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Kalkiills

9. x2—6x + y? = —5 denklemi ile verilen ¢gemberin i¢
kisminda kalan bolge y-ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Bu
dénme sonucunda olusan cismin hacmini veren integrali

silindirik kabuk yontemi kullanarak yaziniz.

10. Z bolgesi x = 0 ve y = x — 3 dogrulari ile
y = (x —3)?(x + 1) egrisi tarafindan sinirlanan bélge olsun.
a. Z bolgesinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olusan kati cismin hacmini bir belirli integral olarak
ifade ediniz.
b. Z bolgesinin y = —3 dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan kati cismin hacmini bir belirli

integral olarak ifade ediniz.
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Cevaplar

®rnek sorular

3 V=n[l2-yx’dx

4 v=r[ (-y»dy

5 Vznfol[ez"—(x+1)2] dx
6 V=nf_11[(2—y2)2—1] dy
7 V=f012ﬂ:xﬁdx

8 v=2n[(’—y)dy

9 L=[ vi+t(@x—1)2dx
10 L=%4
11 $=2Z(27-5V5)

12 W=6J

13 W=50J

14 W =1920kJ

15 F=50kN

16 a.M=16 b.x=13

17 aM=20 b.x=14 cy=21

18 aM=09 bx=2%1 cy=

olun

19 a. M=8n5 b. (0,38

231

Alistirmalar ve problemler

a. Vzrcfozyzdy
b. V=27rf02x(2—1/4—x2) dx

2 V=7rf_12 [(—x+3)2—(x2+1)2:|dx

a. V=Trf01|:(y+1)2—1:|dy

b. Vv =27rf12x(2—x)dx

_ 14
4 =%

10



Kalkdiliis integrasyon Uygulamalan

6 C=4] dx

7 A=E(2v2-1)
a.V= nflz [G*—1?—(ny)*] dy
b. V=2nf;n2x(e"—1/x+1) dx
+2ﬂ:f1:2x(2—1/x+1) dx

e V=n[{(y*+1)*—(ny+2)*]dy
9 V=4ﬂ:f15x\/4—(x—3)2dx

a. Vv =27'cf03x[(x—3)2(x+1)—(x—3)] dx
10
b. V= rrfos ([(x—S)Z(x+1)+3]2—x2) dx
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1 UNITE

INTEGRASYON TEKNIKLERI "

Temel infegrqsyon Formullerinin ORNEK 1: Asagida verilen belirsiz integralleri, uygun
Kullanimi degisken degistirme yontemlerini ve temel integral

) o . formiillerini kullanarak hesaplayiniz:
Temel integrasyon formiillerini inceleyelim.

X 1
1. fkdx = kx + C (herhangi bir k i¢in) a. f Exwery dx b. f 5.2 dx

n+l

2. [x"dx=57+C (n#-1)

w

d
& =mlx|+C

N

.fe"dx=e"+C
S.Ia’“dxzﬁ-i-c (@a>0,a#1)
6. fsinxdx:—cosx+C

7. fcosxdx:sinx+C

8. fseczxdx:tanx+C

9. fcsczxdx =—cotx+C

10. [ secxtanxdx =secx +C ORNEK 2: Tam kareye tamamlama yontemini kullanarak

asagidaki integrali hesaplayimiz:
11. fcscxcotxdxz—cscx+C 38 8 Py

dx
J V3 —2x —x2

12. ftanx dx =1In|secx|+C
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13. fcotxdlenlsinx|+C
14. fsecxdlenlsecx+tanx|+c
15. fcscxdxz—lnlcscx—i—cotxl—i-c
16. fsinhxdxzcoshx+C

17. fcoshx dx =sinhx +C

18.f dx =arcsin(;—“)+c

2—x2

19. f dx %arctan(f) +C

a2+x2

20. f dx —1arcsec|§|+C

x4/ x2—a? a

21. [ 2= =sinh ' (£)+C (a>0)

a2+x2

22.]%=coshfl(§)+c (x>a>0)



integrasyon Teknikleri

Kalkilis

ORNEK 3: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

1
f g
1+ cosx

ORNEK 4: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

4x2—5x+3dx
2x—1

ORNEK 5: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

dx
2+ V/x)?
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Kismi integrasyon

Kismi integrasyon formiiliinii elde edelim. Formdiliin

diferansiyel formunu yazalim.

ORNEK 6: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

stinx dx

ORNEK 7: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

flnxdx




Kalkdiliis integrasyon Teknikleri

ORNEK 8: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz: ORNEK 10: Asagidaki integrali, cos x’in daha diisiik bir
kuvvetinin integrali cinsinden ifade eden bir formiil elde
f x%e*dx ediniz:

f cos" x dx

ORNEK 9: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:
) Kismi integrasyon yontemiyle belirli integralleri nasil
e*sinx dx

hesaplayacagimizi inceleyelim.
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integrasyon Teknikleri Kalkdillis

ORNEK 11: y = xe™ egrisi, x-ekseni ve x = 5 dikey dogrusu ORNEK 12: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

ile sinirlanan bélgenin alanini;
3 2
a. Belirli integral yardimiyla ifade ediniz. f cos” x sin” x dx

b. Kismi integrasyon yontemini kullanarak bu alani

hesaplayiniz.

Trigonometrik Integraller ORNEK 13: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:

J cos® xdx

m ve n tam sayilar olmak iizere, asagidaki integralin ¢6zlim

stratejilerini inceleyelim:
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J sin™ x cos™ xdx




Kalkdiliis integrasyon Teknikleri

ORNEK 14: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz: tan x ve secx fonksiyonlarinin kuvvetlerini iceren integralleri

nasil alabilecegimizi tartisalim.
f sin* x cos® x dx

ORNEK 16: Asagidaki belirsiz integrali hesaplaymiz.

J. tan® x dx

KoKklii ifadeler iceren trigonometrik integrallerde kokten nasil
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kurtulacagimizi inceleyelim.

ORNEK 15: Asagidaki belirsiz integrali hesaplaymiz.

J-VI—cosxdx




integrasyon Teknikleri

Kalkilis

ORNEK 17: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz.

J. sec® x dx

f sinmx sinnx dx, f sinmx cosnx dx ve f cosmx cosnx dx
integrallerini alirken ters doniisiim formdillerini

kullanabiliriz.

* sinx-cosy = %[sin(x +y) +sin(x —y)]
* COSX-COSYy = %[cos(x +y)+cos(x—y)]

e sinx-siny = %[cos(x —y)—cos(x +y)]

ORNEK 18: Asagidaki belirsiz integrali hesaplaymiz:

f sinx cos 3x dx
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Trigonometrik Déntgumler

Ornekler iizerinden trigonometrik déniigiimlerin nasil

uygulanacagini inceleyelim.

ORNEK 19: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

1
—dx
1+ x2

ORNEK 20: Asagidaki belirsiz integrali a > 0 icin
hesaplayimniz:

dx
W




Kalkiilts

integrasyon Teknikleri

ORNEK 21: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayiniz:
V16 —x2

Rasyonel Fonksiyonlarin Kismi Kesirlere
Ayirarak integrasyonu

Ornekler iizerinden kismi kesirlere ayirma yénteminin nasil

uygulanacagini inceleyelim.

ORNEK 22: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

7x +1 d
x—2)x+3)""
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ORNEK 23: Asagidaki belirsiz integrali hesaplayimiz:

3x—5 dx
(x2+1)(x+1)2

Has Olmayan integraller

Sinirlar1 sonsuz olan integrallerin nasil sonlu sonuclar

verebilecegini bir 6rnek iizerinden tartigalim.

ORNEK 24: y = % egrisi altunda, x = 1 dogrusundan
baglayarak saga dogru sonsuza uzanan (x = 1) bolgeyi
diistiniin. Bu boélgenin sinirl bir alana sahip olup olmadigini

belirlemek igin;

a. Bolgenin x =1 ile x = b (b > 1) arasindaki kisminin

alanini veren A(b) fonksiyonunu bulunuz.

b. b — oo iken bu alanin limitini hesaplayarak toplam
alani bulunuz.
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Kalkdills

1. tip has olmayan integralleri tanimlayalim. Bu
integrallerin yakinsak ya da iraksak olmasinin ne anlama
geldigini tartisalim.

ORNEK 25: f(x) = xe™™ fonksiyonunun x = 1 ile x = co
araliginda altinda kalan alan sonlu mudur? Eger Oyleyse, bu
alanin degerini bulunuz.

" dx
1 X
integralinin hangi p degerleri i¢in yakinsak ya da iraksak
oldugunu bulalim.

@ertansinansahin.com)

integrallerde bir integrandin diisey asimptotunun olmasinin
nasil has olmayan integralleri ortaya cikabilecegini
tartisalim. Asagidaki integrali inceleyelim:

Udx

Oﬁ

2. tip has olmayan integralleri tanimlayalim. Bu
integrallerin yakinsak ya da iraksak olmasinin ne anlama
geldigini tartisalim.

ORNEK 26: Asagida verilen has olmayan integralin

yakinsaklik durumunu inceleyiniz:

2
1
f dx
o 2—Xx




Kalkiilts

integrasyon Teknikleri

ORNEK 27: Asagidaki has olmayan integralin yakinsaklik
durumunu inceleyiniz:

2
,zf _dx
o VIx—1|

Yakinsaklik ve iraksaklik testleri
Dogrudan karsilastirma testini aciklayalim.

f ve g fonksiyonlar [a, 00) araliginda stirekli
ve her x > a i¢in 0 < f(x) < g(x) olsun. Bu durumda:

a. f:o g(x)dx yakinsaksa, faoo f(x)dx de yakinsaktir.
b. f:o f(x)dx wraksaksa, f :o g(x)dx de raksaktir.
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ORNEK 28: Asagida verilen has olmayan integrallerin
yakinsaklik durumlarini dogrudan karsilastirma testini
kullanarak belirleyelim.

0 In(x)
c. fs "l dx

d [ = dx

© 1
a [ o dx

b. J‘1°° sin® x dx

X2

Limit karsilastirma testini aciklayalim.

f ve g pozitif fonksiyonlari [a, 00) araliginda
stirekli olsunlar. Eger,

lim JLX):

L, 0<L<oo
=0 g(x)

kosulu saglaniyorsa;

f f(x)dx ve f glx)dx

integrallerinin her ikisi birden ya yakinsaktir ya da her ikisi
birden 1raksaktir.
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Kalkilis

ORNEK 29: Asagida verilen has olmayan integrallerin
yakinsaklik durumlarini limit karsilastirma testini kullanarak

belirleyelim.

oo
1
a. fz = dx

b. foo 42 qx

1 2x2+1

Alstirmalar ve Problemler
1. Asagida verilen belirsiz integralleri hesaplayiniz.

—tanx
c. f £ dx
X

cos?

a f dx
S V14

b. f(secx + tan x)2dx d. f—eZ)ri)e{—Zx
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2. Asagida verilen integralleri kismi integrasyon yontemini
kullanarak hesaplayiniz.

a. fxz In(x)dx c. fe3x cosx dx

b. f(Zx—?;)siandx d. fxze_"dx

10



Kalkilis

integrasyon Teknikleri

3. n pozitif bir tam say1 olmak tiizere, asagidaki esitligin
saglandigini kismi integrasyon yontemini kullanarak

gosteriniz:

1 n —
aneadeZ_xneax__ X" leaxdx
a a

4. f siirekli bir fonksiyon olmak iizere, asagidaki esitligin
saglandigini kismi integrasyon yontemini kullanarak

gosteriniz:

b b b
f (f f(t)dt)dx=J (x—a)f(x)dx

@ertansinansahin.com)

5. Asagida verilen trigonometrik integralleri hesaplayiniz.

a. fsinsxdx c. ftan“xsec“xdx
sin? x : 3
b. fmdx d. fxsm xdx

11



integrasyon Teknikleri Kalkdillis

6. Asagida verilen integralleri trigonometrik déniistimleri 7. Asagida verilen integralleri kismi kesirlere ayirma
kullanarak hesaplayiniz. yontemini kullanarak hesaplayiniz.
_dx dx 1 4
a. __dx _1 =t
f x4/ x2-1 c. f (9—x2)3/2 a. f x(x2+1) dx c. f x2—4 dx
2dx +7
b, [/ dx d [ ey b. [ Zis dx
=
E
o
(]
c
£
@
(2]
c
@
[=
‘©
[
(]
€
(0]
©

12



Kalkiilts

integrasyon Teknikleri

8. Asagidaki has olmayan integrallerin her birinin, dogrudan
karsilastirma testi kullanarak yakinsak m1 yoksa iraksak m1
oldugunu belirleyiniz.

e} sin(x?
a.f Zesin( )dx dx

1 /x5+4x

1 1
c. fO V/xIn(1+x)

1 SECZX
d. [, X dx

b [T 25 dx

x+In? x

@ertansinansahin.com)

9. Asagidaki integralin yakinsak olmasin saglayan p
degerlerini bulunuz ve bu degerler icin integrali

|
L x(Inx)P dx

hesaplayiniz.

10. Asagidaki has olmayan integralin yakinsaklik veya
raksaklik durumunu limit karsilastirma testini kullanarak

belirleyiniz:

foo In(x) + ﬁdx

x2 —In(x)

13



KONU DEGISTIR KONU DEGISTIR

Cevaplar 27 integral yakinsaktir, I = 4

Omnek sorular a. Yakinsak  b. Yakinsak

28
1 a. % arctan (%) +C b é arcsin(%‘) +C c. Iraksak  d. Yakinsak

2 arcsin(%) +C 29 a. Yakinsak  b. Iraksak

3 cscx —cotx +C

Alistirmalar ve problemiler
4 x*—3x+3ml2x—1|+C ? P

1 .
a. 5 arcsin(2x) + C
5 21n(2+\/x)+ﬁ§+c >

b. 2tanx +2secx —x +C

6 —xcosx+sinx+C 1
c.—e "4 C
7 xlhx—x+C d. arctan(e®)+C
8 (x2—2x+2)*+C a.%ln(x)—§+c
2x—3 1 5
X (sin x—cos x) b. — cos2x + 3 sin2x + C
9 € Slan COS X +C 2 2 B
3%, .
c. &5 (sinx +3cosx)+C
n "1 xsi =il n—2
10 fcos xdx=w+"7fcos xdx
d. —e*(x%2+2x+2)+C
. N
11 a.Azfoxe_"dx b.A=1—6e> 5
[3) g 059 .9
c 3  Videoya gidiniz.
12 isin’x—isin®x+C '?g
E 4  Videoya gidiniz.
13 sinx—isin®x+C @ . .
IS a. —cosx + 5 cos® x — 3 cos® x + C
in(4x) in®(2x) o
14 £-Thd_ s, © b. —+2 cos*(£) +C
5
15 —2vZcos(3)+C c. stan’x + 2 tan’ x +C
. ) d.—xcosx+@+§sinx+ésin3x+c
16 ;tan®x —;tan’x +In|secx|+C
a. arcsec(x)+C
17 %(secxtanx +In|secx +tanx|)+ C
b. arcsin(x)—v1—x2+C
1 1 6
18 —gcos4x+ zcos2x+C c 5
94/9—x2
19 arctanx +C d. %arctan(Zx) + 5 +C
20 In(x+va@+x%)+C a. In|x|—3In(x*+1)+C
v 7 b.—2iln|x+4/+3n|x—2|+C
21 ——1)6( 2 —arcsin(§)+C s el lmlpe=2
2 -2
c. %+4x+4ln|fm|+c
22 3ln|x—2|+4In|x+3|+C
a. Yakinsak  b. Iraksak
23 2In(x?+41)+ 2arctan(x)—2ln|x +1|+ 2 +C 8
4 ( ) 2 21n| I+ 5 c. Iraksak  d. Iraksak
24 a. A(b)=1—3 b.Alan=1 . . .
9 p>1icin yakinsar. Integral degeri: =)
25 Sonludur, Alan =% . . .
10 Integral yakinsaktir, videoya gidiniz.
26 integral iraksaktir.
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R UNITE

SONSUZ DIZILER VE SERILER - 1

Motivasyon
Bu {initede temel amacimiz:
* Karmasik fonksiyonlari, sonsuz toplamlar (seriler)
yardimiyla nasil temsil edebilecegimizi 6grenmek.

* Bir yaklasimin (tahminin) gercek degere ne kadar

yakin oldugunu "hata tahmini" ile 6l¢gmek.

* Diferansiyel denklemleri ve integral hesaplarini,
serileri kullanarak ¢ok daha kolay ¢oziilebilir hale
getirmek.

Asagidaki 6rnekleri inceleyelim:

1 1 1 1
e=—+—+—+—+--
o 1 2t 3

3 45
sinx =x——+—+
31 5!

Diziler
Dizi kavraminin ne oldugunu ifade edelim.

Asagidaki dizi 6rneklerini inceleyelim.

* aq,=3n+1 e b,=(-1)"-n?

ORNEK 1: Asagida ilk birkac terimi verilen dizinin genel
terimi a,, icin bir formiil bulunuz (6riintiiniin aym sekilde

devam ettigini varsayiniz):

{E 79 113 }
37927 81243’

@ ertansinansahin.com )

video izle

Yakinsaklik ve iraksaklik

Her e > Osaywisiicinn > N oldugunda
la, — L| < e kalacak sekilde bir N tam sayis1 varsa {a,}

dizisi L sayisina yakinsar denir.

Bu durum lim,,_, , a, = L veya a, — L seklinde gosterilir
ve L sayisina dizinin limiti denir. Boyle bir L sayisinin

bulunmadigi durumlarda {a,} dizisi iraksar.

a, = 2 genel terimi ile verilen {1

n= n

111

1 .
>335 3505 s+ } dizisinin

yakinsak oldugunu gosterelim.

a, = (—1)"*! genel terimi ile verilen
{1,-1,1,—1,1,—1,...,(=1)*, ...} dizisinin wraksak
oldugunu gosterelim.

Bir dizi i¢in sonsuza ya da negatif sonsuza iraksamay1

tanimlayalim.



Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkiills

Dizilerin limitlerinin hesaplanmasi

Dizilerin limitlerini hesaplarken limit konusunda
kullandigimiz yontemlerden nasil faydalandigimizi

inceleyelim.

{a,} ve {b,} reel say1 dizileri olsun. A ve B reel sayilar olmak
iizere; eger lim,_,, a, =Ave lim,_,, b, = B ise asagidaki

kurallar gecerlidir:

Toplam Kurali: lim,_,,(a,+b,)=A+B

Fark Kurali: lim,_,.,(a,—b,) =A—B

Sabit Carpan Kurali: lim,,_,.(k - b,) =k - B, (herhangi bir k
sayisl i¢in)

Carpim Kurali: lim,_, o (a,-b,) =A-B

Boliim Kurali: lim,_,., 3 = 4, B # 0 icin

m Limit hesabinda kullandigimiz bir¢ok yontemi
burada kullanabiliriz.

Eger lim,_,, f(x) = L ise, bu durumda her
n tam sayisi i¢in tanimlanan a,, = f(n) dizisinin limiti de

lim,_,o, a, = L olur.

ORNEK 2: Asagida verilen limitleri hesaplayimz.

c. lim,_, o, &8

a. lim,_, (% - 2) .

5n*—2
n—00 3p44n2

b. lim d. lim, ., (—1)"2

@ertansinansahin.com)

L'Hopital kuralini kullanarak asagidaki limiti hesaplayalim.

Bu kuralin kullanilma kosulunu tartigalim.

. Inn
lim —
n—»oo n

Yinelemeli tanimlar
Bir ornek iizerinden yinelemeli tanimlar1 inceleyelim.
ORNEK 3: f; =1 ve f, = 1 olmak iizere, her n > 3 icin

fu = fa_1 + fus seklinde tanimlanan Fibonacci dizisi {f,}

veriliyor. Buna gore dizinin ilk 6 terimini yaziniz.

Sinirh monoton diziler

Bir dizinin sinirsiz ya da iistten veya alttan sinirli olmasinin

ne anlama geldigini 6rnekler {izerinden inceleyelim.




Kalkiilts Sonsuz Diziler ve Seriler

Bir dizinin monoton olup olmamasinin ya da azalmayan veya Bir seri icin yakinsaklig1 ve iraksakligi tanimlayalim.
artmayan olmasinin ne oldugunu tanimlayalim. Asagidaki

ornekleri bu agidan degerlendirelim.

c {R°}=1,8,27,...,n% ... Geometrik seriler
. qmlyop 34 il Geometrik serilerin formunu inceleyelim. Bu forma uygun
" T om o bir 6rnek yazalim. Boyle bir serinin yakinsaklik kogulunu
e {iy=111 1 tartisalim. Yakinsaklik durumu icin serinin yakinsadigi degeri
3n) T 359527 > 3n>

elde edelim.

oo
* {5}=5,55,....5,... atartar’+-+ar™ 4= ar!
n=1

{(=2)"} =—2,4,-8,16,...

Bir {a,} dizisi hem sinirli hem de monoton ise
bu dizi yakinsaktir.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 4: Asagida genel terimleri verilen sonsuz serilerin
Sonsuz Seriler toplamlarini bulunuz.

Sonsuz seri kavramini agtklayalim. Bir sonsuz seri 6rnegini oo 1yn-1 b Zoo (1) 3
a. Zn=1 4 (§) . n=0 4n

kismi toplamlar {izerinden inceleyelim.




Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkiills

ORNEK 5: Yerden h kadar yiikseklikten serbest birakilan bir
top, her yere carptiginda bir 6nceki diisiis yliksekliginin k
kat1 kadar yiiksege geri sicramaktadir (0 < k < 1). Topun
aldig1 toplam yolu h ve k cinsinden bulunuz.

ORNEK 6: 2.3575757... devirli ondalik sayisini, sonsuz bir

geometrik serinin toplami olarak ifade ederek iki tam sayinin

orani seklinde yaziniz.

ORNEK 7: Asagida verilen "teleskopik” serinin toplamini

>
n2+3n+2

n=1

bulunuz:

@ertansinansahin.com)

Iraksaklik testi
Asagidaki serinin neden iraksak oldugunu inceleyelim.
n

S n 1 2 3
Z =—+-+-+--+ +
n+1 2 3 4 n+1

n=1

Eger Z::l a, yakinsak ise a, — 0 olur.

ORNEK 8: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik veya
raksaklik durumunu belirleyiniz.

a. 2:21(_1)n+1 b. Zil%

Serilerin birlegtiriimesi

Elimizde iki yakinsak seri oldugunda, bunlar1 terim terim
toplayabilir, terim terim ¢ikarabilir veya sabitlerle carparak

yeni yakinsak seriler elde edebiliriz.

Eger > a, =Ave Y. b, = B yakinsak seriler ise,
bu durumda asagidaki kurallar gecerlidir:

Toplam Kurali: Y \(a, +b,)=>.a,+>.b,=A+B
Fark Kurali: Y\(a,—b,)=>.a,—>.b,=A—B
Sabit Kat Kurali: > ka, =k >.a, = kA (k € R).

Bu teoremi iraksak seriler icin tartigabiliriz.




Kalkiilts

Sonsuz Diziler ve Seriler

ORNEK 9: Asagidaki serinin toplamim bulunuz:

el on+l +3
5n-1

n=1

Terim ekleme ya da ¢ikarma ve indis degistirme

Terim ekleme ya da c¢ikarma ve indis degistirme iglemlerini

nasil yaptigimizi inceleyelim.

ORNEK 10: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik
durumunu inceleyiniz ve eger yakinsak ise serinin toplamini
bulunuz.

a. Z::z é%'l

oo 2n+1
b' Zn=2 3n

@ertansinansahin.com)

integral Testi

Asagidaki teoremi harmonik serinin iraksakligin1 gostermek
icin kullanalim.
Z::l a, negatif olmayan terimlerden olusan
bir seri olsun. Bu seri ancak ve ancak kismi toplamlari

iistten sinurl ise yakinsaktir.

ORNEK 11: Asagida verilen serinin yakinsaklik durumunu

inceleyelim:
o 1 1 1 1 1
el B e
“in 4 9 16

{a,} pozitif terimli bir dizi olsun. Tim x > N
(N € Z*) degerleri igin f fonksiyonunun; siirekli, pozitif
ve azalan bir fonksiyon oldugunu ve a,, = f (n) sagladigini
(e}

varsayahm. Bu durumda, ;" a,serisi ile f ;o f(x)dx
integrali ya ayn1 anda yakinsar ya da ayn: anda 1raksar.




Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkdills

p-serisinin yakinsaklik ve iraksaklik kosulunu inceleyelim:

(o]

1 1 1 1 1
= — e — e
n:InP 1p 2p 3pr np

ORNEK 12: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik veya

raksaklik durumunu belirleyiniz.

oo 1 o 1
a. Zn=1 n2+1 b. Zn:Z nin2(n)

integral testi ile hata tahmini

Pozitif terimli bir >’ a, serisinin integral testi ile yakinsak
oldugunun gosterildigini varsayalim. Bu durumda, serinin
toplam degeri S ile n. kismi toplami s, arasindaki farki 6lgen
R, kalan teriminin biiyiikliiglinii tahmin edelim.

ORNEK 13: 3,7 % serisinin toplamy, n = 4 alinarak integral

testi ile hata tahmini yontemiyle kestirilecektir. Serinin
toplami S icin alt ve iist sinirlar belirleyiniz. (Elde ettiginiz
sonucu %2 ~ 1.64493 degeri ile kiyaslayiniz.)

@ertansinansahin.com)

Karsilastirma Testleri
Dogrudan karsilastirma testi

> a, ve > b, hernigin 0 < a, < b, sartim
saglayan iki seri olsun. Bu durumda:

I. Eger > b, yakinsaksa Y. a, de yakinsaktir.
II. Eger D a, raksaksa . b, de wraksaktir.




Kalkilis

Sonsuz Diziler ve Seriler

ORNEK 14: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik

durumunu dogrudan karsilagtirma testi ile inceleyiniz.

oo 1 o 1
a. Zn:l 2n—1 b. Zn:l 2n+4/n

Limit karsilagtirma testi

mHernZN (N €7) icin a, > 0 ve b, > 0 olsun.

L lim, o, 5 =c Ve c > Oise > a, ve > b, ya beraber
yakinsar ya da beraber 1raksar.

IL lim, ., 3* =0 ve 3 b, yakinsar ise 3, a, yakinsar.

I lim,_, oo 2 =00 ve > b, waksar ise Y. a, wraksar.
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ORNEK 15: Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik
durumunu limit karsilastirma testi ile inceleyiniz.

3n+5n n+l
C. Zn 1 nln(n)

a. Zn—l n+2n—1

b. ZOO In(n)

n=1 n3

Mutlak Yakinsaklik; Oran ve Kok Testleri

AN Eger > la,| serisi yakinsaksa >’ a,, serisi mutlak
yakinsaktir.

HESETE Bger 32°° |a,| serisi yakinsaksa 370,

de yakinsaktir.

a, serisi




Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkilis

ORNEK 16: Asagida verilen serilerin mutlak yakinsak olup
olmadiklarini belirleyiniz ve yakinsaklik durumlarini

inceleyiniz.

oo 1 oo g
a. anl(_l nn_z b. Zn:l Sln#

Oran testi

> a, herhangi bir seri olsun ve varsayalim ki:

Ani1
a

lim =

n—.oo

n
Bu durumda;

I. Eger p <1 ise seri mutlak yakinsaktir.

II. Eger p > 1 veya p sonsuzsa seri iraksaktir.

II. Eger p =1 ise, test sonugsuzdur.
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ORNEK 17: Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarim

oran testini kullanarak inceleyiniz.

oo gt (o) 1
a. Zn:l n c. Zn=1 n2+3n

b X2

Kok testi

>" a, herhangi bir seri olsun ve varsayalim ki
lim 4/|a,|=p
n—oo
olsun. Bu durumda;
I. Eger p <1 ise seri mutlak yakinsaktir.

II. Eger p > 1 veya p sonsuz ise seri iraksaktir.

III. Eger p =1 ise test sonugsuzdur.




Kalkiilts

Sonsuz Diziler ve Seriler

ORNEK 18: Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarini

kok testini kullanarak inceleyiniz.

a. Z::l ir:_t;)n b. Z:Zli_:

Almasik Seriler ve Kosullu Yakinsaklik

[ee]
Z(_l)ﬂﬂun =u — Uy Uz — Ut

n=1

seklindeki bir seri, asagidaki kosullar saglaniyorsa

yakinsaktir:
I. Tim u, degerleri pozitif olmalidir.

1I. u, dizisi, yeterince biiylik her n > N tam sayisi icin
u, > u,,, kosulunu saglamali, yani monoton azalan
bir karakter sergilemelidir.

1I. u, — 0 olmaldir.

ORNEK 19: Asagida verilen sonsuz serinin yakinsakligini

inceleyiniz:

(o)
Z(_l)ﬂ+1l=1_1+1_1+...
o n 2 3 4
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Harmonik serinin bir varyasyonu olan asagidaki

(o]
1 1.1 1
DU =1 e
n 2 3 4

n=1

sonsuz seri icin almastk seri tahmin teoremini inceleyelim.

Kosullu yakinsaklik

Yakinsak olan fakat mutlak yakinsak olmayan bir

seriye kosullu yakinsak seri denir.

Asagidaki seriyi kosullu yakinsaklik durumu igin inceleyelim:

oo

1 1 1 1
Seamlog 1ol
p— n 2 3 4

ORNEK 20: Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarini
inceleyiniz.
& 2L ¢ T2 1y

(oo}
b. Zn=1(_1 n+1Fn5




Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkilis

Alighrmalar ve Problemler

1. Asagida genel terimi verilen dizilerin yakinsaklik

durumunu inceleyiniz. Eger yakinsak ise limitini bulunuz.

_ 3n2—5n+1 _ (=D)"sin(n)
a. a, = 2n2+7 d. a, = 2+1
b. a,=(1+2)" = o
A= n e a,=
ln(nz) _ n?+Inn
C a,=—— f. an = 32
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2. Asagida genel terimi verilen dizilerin monotonlugunu ve
stnirliligini belirleyiniz.

_ (Bnt+1)

_ 4n3
. b n " (n+2)!

a. ;= 955

.a

10



Kalkdil

Us

Sonsuz Diziler ve Seriler

3. Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik durumunu

inceleyiniz ve eger yakinsak ise serinin toplamini bulunuz.

a. .
b. >
c

1 (-1 )n+l

oo
n=1 (2_" + 5n

::2(1_2%)

o0 cosnm
n=0 2

)

d. Z::lﬁ
e. Zzl (# _m)

£ > Ing
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4. Asagida verilen sonsuz seriler icin 1raksaklik testini
uygulayip elde edilen sonucu ifade ediniz.

0 et o0 n(n+1)
a, Zn=0 en+n2 b. Zn:l n3

5. Asagidaki geometrik serilerin her biri i¢in serinin
yakinsadig1 x degerlerini bulunuz. Ayrica, bu x degerleri icin

serinin toplamini x’in bir fonksiyonu olarak ifade ediniz.

a. Do, 3mx" c. Y, cos"x

b 5 (5 d 325(5)

11



Sonsuz Diziler ve Seriler Kalkilis

6. Bir kenar uzunlugu a olan bir kare ile baslanarak, her yeni 8. Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarini
kare bir 6nceki karenin kenar orta noktalari birlegtirilerek karsilastirma testlerini kullanarak belirleyiniz:
olusturulmaktadir. Bu islem sonsuz kez tekrarlandiginda
) . . o a 3% c. Y lon
olusan tiim karelerin cevrelerinin toplamini a cinsinden n=1 2n+n n=1 ynen
bulunuz. O -
b. ZH:Z nnzfn d. ZH:Z vn—1

7. Asagida verilen sonsuz serilerin yakinsaklik veya

iraksaklik durumunu integral testi kullanarak belirleyiniz.

B n oo 1
a Zn=1 n2+4 b. Zn=2 nlnn
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9. >, + serisinin yakinsakligini inceleyiniz. (ipucu: ilk
olarak n > 2 i¢in 1/n! < 1/n(n—1) oldugunu gosteriniz.)

12



Kalkiills

Sonsuz Diziler ve Seriler

10. Asagida verilen serilerin yakinsaklik durumlarini oran ya

da kok testini kullanarak inceleyiniz.

2
a. Z:Zl 352(:?;2 b. Z:il(n-,:—_l)n

Cevaplar

®rnek sorular

1 g, =(1y"E8

2 a—-2 b2 c0 do
3 {1,1,2,3,5,8}

4 a6 b2

5 S=h(&)

6

7}

8 a. Iraksak b. Iraksak
9 125

12

10 a. Yakinsak, - b. Yakinsak, %

> 12
11 Yakinsak
12 a. Yakinsak  b. Yakinsak

13 1.62361 < S <1.67361
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14 a. Iraksak  b. Yakinsak

15 a. Yakinsak b. Yakinsak c. Iraksak

a. Seri mutlak yakinsaktir; dolayisiyla yakinsaktir.
16
b. Seri mutlak yakinsaktir; dolayisiyla yakinsaktir.

a. Yakinsak  b. Iraksak
17
c. Oran testi sonuc vermez (L =1)

18 a. Yakinsak  b. Yakinsak
19 Yakinsak

20 a. Kosullu yakinsak  b. Iraksak  c. Mutlak yakinsak

Algtirmalar ve problemler

a. Yakinsak, L = % b. Yakinsak, L = e°

1 c. Yakinsak, L=0 d. Yakinsak, L =0

e. Yakinsak, L =0 f. Iraksak, +00

a. Monoton azalmayan ve sinirlidir. Alt sinir %, st siir 2.

b. Monoton azalmayan, alttan sinir 4, iistten sinirsiz.

a. Yakinsak, % b. Iraksak
3  c. Yakinsak, % d. Yakinsak, 5
e. Yakinsak, —% f. Iraksak

4  a. Iraksak b. lim,_ ., a, =0, test sonugsuz

a. x € (—%,%), S(x) = ﬁ

b. x €(—4,0), S(x)=-2

X

. x#kn (k€Z), S(x)=1—=

—COS X

S(x) = 2

2—Inx

d. x € (e72,e?),
6 L=4a(2+v2)

7 a.Iraksak b. Iraksak

a. Yakinsak  b. Iraksak

8

c. Yakinsak  d. Iraksak
9  Yakinsak
10 a. Iraksak  b. Yakinsak

13



R UNITE

SONSUZ DIZILER VE SERILER - 2

Kuvvet Serileri

x = 0 merkezli bir kuvvet serisi, asagidaki
formda bir seridir:

(oo}
E CX" =yt X Fepx? e
n=0

x = a merkezli bir kuvvet serisi, asagidaki formda bir
seridir:

(o]

ch(x—a)”=c0+c1(x—a)+cz(x—a)2+---

n=0

Burada a merkez ve ¢y, ¢y, ¢y, ,C,, - -+ katsayilari birer

sabittir.

Asagidaki geometrik kuvvet serisini inceleyelim ve serinin
yakinsak oldugu aralig1 elde edelim. Bu aralik i¢in serinin

yakinsadigi fonksiyonu bulalim.

oo
Zx”=1+x+x2+---+x"+---
n=0

Asagidaki geometrik kuvvet serisini inceleyelim ve serinin
yakinsak oldugu aralig1 elde edelim. Bu aralik i¢in serinin

yakinsadig: fonksiyonu bulalim.

1 1 )" .
1—§(X—1)+Z(X—1)2++(—§) (X—l) + -

@ ertansinansahin.com)

video izle

ORNEK 1: Asagida verilen kuvvet serilerinin hangi x

degerleri icin yakinsadigini belirleyiniz.
) —1 x2n-1 X xS
a X ()T =x -5 -

n 2 3
b Y S =ltx 4+ 4

c Yt nlx"=1+x+21x2+ 303+



Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkiills

Bir Z:O a,x" kuvvet serisinin yakinsaklik
karakteri, serinin belirli noktalardaki davranisi iizerinden
su sekilde tanimlanir:

I. Yakinsaklik: Eger seri x = ¢ (¢ # 0) degerinde
yakinsak ise; merkeze ¢ noktasindan daha yakin
olan tiim x degerleri icin, yani her |x| < |c| i¢in,
seri mutlak yakinsaktir.

II. Iraksaklik: Eger seri x = d degerinde 1raksak ise;
merkezden d noktasina gore daha uzak olan tiim x

degerleri icin, yani her |x| > |d| icin, seri iraksaktir.

m Bu teorem bize kuvvet serilerinin her zaman
merkeze gore simetrik bir yakinsaklik araligina sahip
oldugunu séyler.

> a,(x —a)" kuvvet serisi iizerinden yakinsaklik yarigapt
kavramin tartigalim.

Kuvvet serileri izerinde islemler

Kuvvet serileri igin seri ¢carpma islemini asagidaki 6rnek
iizerinden inceleyelim:

el . el . e 2n+l
(S (Zeras)
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Bir kuvvet serisinde x degigkeninin yerine bir f(x)

fonksiyonu yazilabilir.

Asagidaki seri iizerinde bunu f (x) = 4x? icin sonuclariyla
birlikte inceleyelim:

1 [ee]
=Zx"=1+x+x2+x3+---
1-x &

Bir kuvvet serisi terim terim tiirevlenebilir.

Asagidaki seri {izerinde bunu inceleyelim:

1 oo
= E x"=1+x+x2+x3+-.
1-x =~




Kalkiilts

Sonsuz Diziler ve Seriler

Bir kuvvet serisi terim terim integre edilebilir.
Asagidaki seri tizerinde bunu inceleyelim:

1
1—x

oo
=D a"=14xtxt 420 4o
n=0

ORNEK 2: Asagidaki kuvvet serisi ile tanimlanan f (x)

fonksiyonunu belirleyiniz:

el (_1)nx2n+1 x3 x5
= —_— —_— 3 — —. ,
fx) Z:(; nv1 0 35

—1<x<1.
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ORNEK 3: Asagidaki seri sinx fonksiyonu icin verilmistir ve

tlim x degerleri igin sin x degerine yakinsar:

) X x5 X7 x® xl
smx=X——+———-+——-—
3t 5t 7t 9 11!
a. cosx serisinin ilk terimlerini bulunuz. Seri hangi x
degerleri icin yakinsar?
b. sinx serisinde x yerine 2x yazarak tiim x degerleri

icin sin 2x’e yakinsayan bir seri bulunuz.

c. Seri carpimini kullanarak 2 sin x cos x serisinin ilk
terimlerini hesaplayiniz. Cevabinizi (b) sikkindaki
cevapla karsilastiriniz.

Taylor ve Maclaurin Serileri

Bir f(x) fonksiyonunun x = a civarinda pozitif bir
yakinsaklik yaricapina sahip bir kuvvet serisinin toplami
oldugunu varsayalim. Yani fonksiyonu

<]

f(x)=Zan(x—a)“=a0+a1(x—a)+a2(x—a)2+~~
n=0

seklinde yazalim. Simdi buradaki katsayilari1 fonksiyonun

tlirevleri iizerinden elde edelim. Bu katsayilar1 kullanarak
Taylor ve Maclaurin serilerini tanimlayalim.




Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkdills

ORNEK 4: f(x) = Inx fonksiyonunun a = 1 noktasi
civarindaki Taylor serisini bulunuz ve bu serinin yakinsama

yaricapini belirleyiniz.

f fonksiyonunun x = a noktasinda her mertebeden tiirevi
mevcut olsun. Bu durumda f fonksiyonunu a noktasi
civarinda temsil eden n. dereceden Taylor Polinomu P,(x) su
sekilde tanimlanir:

P, =@+ f@)x—a) + T e —ay
oot f(n)(a)(x—a)"
n!
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f(x) = e* fonksiyonu i¢in x = 0 noktasinda iiretilen Taylor
serisini bulalim. Ardindan, bu serinin ilk {i¢ terimini
kullanarak Py(x), P;(x) ve P,(x) Taylor polinomlarini
yazalim.

ORNEK 5:  f(x) = sinx fonksiyonunun Maclaurin serisi
acilimini bulunuz.

ORNEK 6: f(x)=x®—5x + 1 fonksiyonunun x = 1

noktasindaki Taylor acilimini bulunuz.




Kalkiilts

Sonsuz Diziler ve Seriler

Hata tahmini

Ornekler iizerinden Taylor serileri icin hata tahminlerini

inceleyelim.

ORNEK 7: x = 0.2 degerinde cos x degerini tahmin etmek
icin Py(x)=1— % polinomu kullanildiginda olusacak hatay1
tahmin ediniz.

ORNEK 8: 1/e degerini, hata pay1 1/100 degerinden daha
kiictik olacak sekilde yaklasik olarak hesaplayiniz.
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Eger f fonksiyonu ve onun ilk n tiirevi olan
", -+, f™, ave b arasindaki kapali aralikta siirekli;
£ ise a ve b arasindaki acik arahkta tiiretilebilir ise, bu
durumda a ve b arasinda asagidaki esitligi saglayan bir ¢
sayist vardir:

)= @+ 5 @0-a+ Db -ap
FO@ s PO
+~‘+T(b—a) +m(b—a) !

cos x fonksiyonunun x = 0 noktasindaki Taylor serisinin her

x degeri icin cos x fonksiyonuna yakinsadigini gosterelim.

ORNEK 9: x degerleri kiiciik oldugunda e* &~ 1+ x + x—;
yaklagimi kullanilir. |x| < 0.1 oldugunda bu yaklagimin

hatasini tahmin ediniz.




Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkiills

Taylor Serilerinin Uygulamalan

Binom serisi
(1 + x)™ ifadesinin |x| < 1 i¢in sonsuz seri acilimi su
sekildedir:

oo

-1
(1+X)m=2(’:)xk=1+mx+%X2+m
k=0 :

ORNEK 10: f(x) = /1 + x fonksiyonu veriliyor.

a. Bu fonksiyonun x = 0 merkezli Binom serisi agiliminin
ilk i¢ terimini yaziniz.

b. Benzer sekilde, g(x) = v1 — x2 fonksiyonunun x = 0

merkezli Binom serisi aciliminin ilk {i¢ terimini yaziniz.
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Temel olmayan integrallerin hesaplanmasi

Bir 6rnek iizerinden Taylor serilerinin integral hesabinda

nasil kullandigini inceleyelim.

ORNEK 11: cosx? fonksiyonunun Maclaurin serisini

kullanarak asagidaki maddeleri cevaplayiniz:

a. f cos x° dx belirsiz integralini bir kuvvet serisi olarak
ifade ediniz.

b. f 01 cos x* dx belirli integralinin degerini, hata pay1

10~?ten kiiciik olacak sekilde tahmin ediniz.

Arktanjantlar

Bir 6rnek tizerinden Taylor serilerinin arktanjant

hesaplarinda nasil kullanildigini inceleyelim.

ORNEK 12: f(x) = arctan x fonksiyonunun x = 0 civarindaki
Taylor serisini kullanarak, 5 degerini 1072 hata paymndan

daha kiiciik bir hata ile hesaplamak istedigimizi diistinelim.
a. arctan x fonksiyonunun Taylor serisi acilimini yaziniz.

b. % degerini istenen hassasiyette hesaplamak icin serinin
kac teriminin toplanmasi gerektigini belirleyiniz.




Kalkiilts

Sonsuz Diziler ve Seriler

Belirsiz formlarin hesaplanmasi

Bazen belirsiz formlari, ilgili fonksiyonlar: Taylor serisi
cinsinden ifade ederek hesaplayabiliriz. Ornekleri

inceleyelim.

ORNEK 13: Asagidaki limiti Taylor serisini kullanarak
hesaplayiniz:
. ef—1—x
lim ———
x—0 x2

ORNEK 14: Asagidaki limiti Taylor serisini kullanarak
hesaplayiniz:
. X—sinx
lim ———

x—0 x3

Euler’in 6zdesligi

Euler'in 6zdesligini yazalim ve bu 6zdesligi Taylor serileri

izerinden gosterelim.
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Onemli Maclaurin serileri ve yakinsaklik yaricaplar:

1 (oo}
1—=Zx"=1+x+xz+x3+-~, R=1
—x
n=0
0 2n+1 3 5
x x° x
tan'x= ) (-1)'——=x—"—+=—+---, R=1
HZ(;( )2n+1 3 5
0 n 2 3
x x*  x
In(l+x)=> (-1)"'—=x——=+=+--, R=1
A+0=2 07 St
oo
k k(k—1
(1+x)k=2( )x”=1+kx+ ( )2+ , R=1
—\n 2!
O . n 2 3
R SN TE S S AP NS
L) 120 3
sl 2n+1 3 5
x x° X
sinx = —1)" = —+ = , R=o00
;( )(2n+1)! 31 5l
oo 2n 2 4
x x
cosx = —1)" =1—-—+— , R=o0
HZO:( )(2n)! 20 41




Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkilis

Algtirmalar ve Problemler

1. Asagida verilen kuvvet serileri icin;

i. Yakinsaklik yaricapini ve yakinsaklik araligini bulunuz.

ii. Hangi x degerleri icin seri mutlak yakinsaktir?

iii. Hangi x degerleri icin seri kosullu yakinsaktir?

o (x=3)" oo xI
a. Zn:l n-4n C. Zn=l n25n

00 (—1)*(2x+1)"
b' Zn=0 Vn+1
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2. Asagida verilen serinin yakinsaklik araligini bulunuz ve bu

aralik dahilinde serinin toplamini x’in bir fonksiyonu olarak

e =1
n=0

ifade ediniz:

3. Asagida verilen serinin toplamini bulunuz:

1 1 1 1
e L (1) 5.
2 8 24 =D n-2n




Kalkiilts

Sonsuz Diziler ve Seriler

4. Asagidaki fonksiyonlarin x = 0 noktasindaki Taylor
serilerini (Maclaurin serileri) bulunuz:

a. f(x)= ﬁ b. g(x)= e

5. f(x)= % fonksiyonu verilsin.

a. f(x) fonksiyonunun Maclaurin serisini (0 civarindaki
Taylor serisi) bulunuz.

b. Bu serinin yakinsaklik araligini bulunuz.
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6. G(x)= f; sin t2 dt olarak verilsin.

a. G(x) fonksiyonunun Maclaurin serisini (0 civarindaki
Taylor serisi) bulunuz. (Bilinen fonksiyonlarin
Maclaurin serilerini kullanabilirsiniz.)

b. G(1) degerini, hata 0.001’den kiiciik olacak sekilde
yaklasik olarak hesaplayiniz.




Sonsuz Diziler ve Seriler

Kalkilis

Cevaplar

®rnek sorular

1

10

11

12

13

14

a.[-11] b.(-00,00) c. {0}
f(x) = arctanx
Videoya gidiniz.
a2 %(X—l)” b.R=1

. 2n+1 3 5
sinx = S (U gy = x =+ 5
fx)==3-2(x—1)+3(x—1)*+(x—1)°
Hata < %

3

8

eO.l

Hata < —

6000

a. 1+%x—§x2 b. 1—2x2—1x*

2 8
a. CHx—2 +%-—... b ~0.929
: 721 " 1341 A

_ o) . nx2n+l
a. arctanx =y~ (=1)"3—

b. n =50 terim (son terim 91—9)

N—

=

Alistirmalar ve problemler

a.iR=4,[-17) ii(=17) iii.x=-1
b.i. R=1/2, (-1,0] ii (=1,0) iii. x=0
c.i R=5,[-55] ii[-5,5] iii. 0

(—o0,In2), f(x)= ﬁ

Toplam = In ( % )

oo oo (=1 2n
. zn=0(_1)nx3n b. Zn:() n!x

a
(o) n+2
a. Zn=0 XS”
b. (—3,3)
_ oo (_1)nx4n+3
a G(X) - Zn=0 (4n+3)(2n+1)!

b. G(1) ~ £ ~ 0.3095
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PARAMETRIK DENKLEMLER VE

Bl

=%

video izle

KUTUPSAL KOORDINATLAR

Diizlem Egrilerinin Parametrizasyonu

t degiskeni belirli bir aralikta degerler alirken,
x = f(t) ve y = g(t) denklemleriyle belirlenen (x, y)
noktalar kiimesine parametrik egri denir. Bu denklemlere

ise egrinin parametrik denklemleri ad1 verilir.

ORNEK 1: y = x? denklemi ile verilen parabolik egriyi goz

oniine alarak asagidaki sorular1 yanitlayiniz:

a. x =t parametresini kullanarak egrinin t € (—o0, 00)

araligindaki parametrik denklemlerini yaziniz.

b. x = 4/t parametrizasyonunu kullanarak egrinin t > 0
icin parametrik denklemlerini yaziniz ve bu
parametrizasyonun egrinin hangi kismini temsil

ettigini belirtiniz.

@ ertansinansahin.com)

ORNEK 2: Asagida verilen parametrik denklemlerle

tanimlanan egriyi ¢iziniz:

x=t*—1, y=t+2, —-2<t<2

ORNEK 3: Asagida verilen parametrik denklemlerle

tanimlanan egriyi ¢iziniz:

x =sint, y=cost, 0<t<2m

ORNEK 4: Asagida verilen parametrik denklemleri

numaralandirilmis parametrik egrilerle eslestiriniz.

a. x=t, y=tcost?
b. x=t, y=+v1-1t2
c. x=sint, y=2cost
d. x=tsint, y=tcost
A
2
3
2
1
-1 1 1 4
-1
-2
-3
-2
I I
A
! -6
&)
-1 1

I v



Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar

Kalkilis

Sikloit

Bir 6rnek iizerinden sikloit egrisini inceleyelim.

ORNEK 5: a yaricaph bir tekerlek, yatay bir dogru boyunca
kaymadan yuvarlanmaktadir. Baglangicta tekerlegin
merkezinin tam altinda bulunan tekerlek iizerindeki bir P
noktasinin izledigi yolun parametrik denklemlerini elde

ediniz. P noktasi baslangicta orijindedir.

Brakistokron ve esoylum egrilerini inceleyelim.

0 a 2a ma 2ma
t t t t t ——t > X
a4+
2a +
B(am,2a)
v
y

Parametrik Egrilerle Kalkulls

Teget dogrulan ve alaniar

d d%y . . . .. oo .
2 ve % icin parametrik formiilleri tiiretelim.
x dx
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ORNEK 6: x =2cost ve y = 3sint denklemleri ile verilen

eliptik egrinin t = 71/6 parametre degerine karsilik gelen

noktasindaki teget dogrusunun denklemini bulunuz.

ORNEK 7: x =t?+1 ve y = t® + t olarak verilen parametrik

o ... dy . e .
egri icin ﬁ ifadesini t cinsinden bulunuz.




Kalkilis Parametrik Denklemiler ve Kutupsal Koordinatiar

ORNEK 8: Parametrik denklemleri x = 2cost ve y = 2sint Donel Yiizey Alanlari
(0 < t < m/2) olan egri ile eksenler arasinda kalan bdlgenin Parametrik egriler icin donel yiizey alani hesabinin nasil

alanini integral yardimiyla hesaplayiniz. yapilacagini inceleyelim.

Parametrik olarak tanimlanmig bir egrinin
uzunlugu

Parametrik olarak tanimlanmis bir egrinin uzunlugunu nasil BRNEK 10: x = cos® ¢ ve y = sin® ¢ parametrik denklemleri

bulacagimiz inceleyelim. ile verilen egrinin 0 < t < /2 arahigindaki parcasinin

x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alanini
hesaplayiniz.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 9: x =e'cost,y =e'sint egrisinin0<t<n

araligindaki uzunlugunu hesaplayiniz.

Kutupsal Koordinatlar

Kutupsal koordinatlar: tanimlayalim.




Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar Kalklis

ORNEK 11: P(3,7/4) noktasinin tiim kutupsal Kutupsal koordinatlarla Kartezyen koordinatlar arasindaki

koordinatlarinmi bulunuz. doniisiimleri elde edelim.

ORNEK 12: (x —2)? + y? = 4 denklemi ile verilen cemberin

kutupsal denklemini bulunuz.

Kutupsal denklemlerinin karsilig: olan grafikleri ¢izelim.
a.r=1lver=-1
b. 06 =n/4,0 =5n/4ve 6 =—1/4
. 2<r<4vel<o<E

d —2<r<lvef=%

e. %’TSGSTC

= 3cos0+2sn0

)

E

3

c ORNEK 13: Asagida verilen kutupsal denklemleri esdeger
N

b Kartezyen denklemlere doniistiiriiniiz ve grafiklerini
c

@| tammlaymniz.

‘©

[

3 s 6

S a. rsinf =5 c.r
©

b. r2=—6rsind




Kalkiilts

Parametrik Denklemiler ve Kutupsal Koordinatiar

Kutupsal Koordinat Denklemilerinin
Grafiginin Cizilmesi
Kutupsal Koordinatlarda simetri testlerini inceleyelim.

I. x-eksenine gore simetri: Eger (r, 8) noktasi grafigin
iizerindeyse, (r,—0) veya (—r, T — 6) noktas:1 da grafik
iizerinde yer alir.

II. y-eksenine gore simetri: Eger (r, 6) noktasi grafigin
tizerindeyse, (r, T — 0) veya (—r,—0) noktasi da grafik
iizerinde yer alir.

II. Orijine gore simetri: Eger (r, ) noktas: grafigin
uizerindeyse, (—r, 8) veya (r, 6 + 7) noktas1 da grafik
iizerinde yer alir.

r = f(0) seklinde verilen kutupsal bir egrinin egimini elde
edelim.

Eger r = f(60) egrisi orijinden geciyorsa bu noktadaki
egimini bulalim.
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ORNEK 14: r =1—cos 6 denklemi ile verilen egriyi

Kartezyen xy-diizleminde ¢iziniz.

Kutupsal Koordinatlarda Alanlar ve
Uzunluklar

Alan hesabi icin gerekli olan alan diferansiyelini elde edelim.

ORNEK 15: r = 2(1 + sin ) kardiyoidi tarafindan

x y-diizleminde sinirlanan bélgenin alanini bulunuz.




Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar

Kalkilis

0<r(0)<r<r,(0)vea<0 <p arasinda kalan bolgenin

alani igin genel bir integral yazalim.

ORNEK 16: Kutupsal koordinat sisteminde

r1(60) =2+ 2cos 0 kardiyoidi ile r,(6) = 2 cemberi
tarafindan sinirlanan bélgeyi goz oniine alarak; cemberin
disinda, kardiyoidin ise i¢inde kalan bdlgenin alanini
hesaplayiniz.

Kutupsal bir egrinin uzunlugunu nasil bulacagimizi

inceleyelim.
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ORNEK 17: r =1+ cos 6 denklemi ile verilen kardiyoit

egrisinin toplam uzunlugunu hesaplayiniz.

Konik Kesitleri

Parabol, elips ve hiperbolii geometrik olarak tanimlayip

sekilleri inceleyelim.

- - -l
\ / / \ \/
\ \

/ 4 /\

) £3 A N
» ¢ J ¢ ‘
parabol elips hiperbol




Kalkiilts

Parametrik Denklemiler ve Kutupsal Koordinatiar

Parabol

Bir diizlem icerisinde, belirlenmig sabit bir
noktaya ve sabit bir dogruya esit uzaklikta bulunan
noktalarin geometrik yerine parabol denir. Bu sabit nokta
paraboliin odagi, sabit dogru ise paraboliin dogrultmani
olarak adlandirilir.

ORNEK 18: x? =—12y denklemi ile verilen paraboliin odak
noktasini ve dogrultman denklemini bulunuz.
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Elips

Diizlemdeki iki sabit noktaya olan uzakliklarinin
toplamu sabit olan noktalar kiimesine elips denir. Bu iki
sabit nokta elipsin odaklari olarak adlandirilir. Elipsin
odaklarindan gecen dogruya odak ekseni, bu eksen
iizerinde odaklarin tam ortasinda bulunan noktaya ise
merkez denir. Odak ekseni ile elipsin kesistigi noktalara

ise elipsin koseleri ad1 verilir.

~ 2 2 .. . . . .
ORNEK 19: = + % =1 denklemi ile verilen elips icin
asagidaki degerleri hesaplayiniz:

a. Yar biiylik eksen (a) ve yar1 kiiciik eksen (b)

uzunluklarini bulunuz.
b. Merkezden odaga olan mesafeyi (c) hesaplayiniz.
c. Elipsin odak noktalarinin koordinatlarini yaziniz.
d. Elipsin kose noktalarinin koordinatlarini yaziniz.

e. Elipsin merkezini belirtiniz.




Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar Kalklis

Hiperbol Parabol, elips ve hiperbol igin yazdigimiz denklemlerde x ve

y’nin yer degistirmesi durumunda neler olacagini tartigalim.
Hiperbol, diizlemdeki iki sabit nokta olan

odaklar ile arasindaki uzaklik farki sabit olan noktalar
kiimesidir. Odak noktalarindan gecen dogruya odak ekseni
denir. Odaklar arasindaki mesafenin tam orta noktasi
hiperboliin merkezidir. Odak ekseni ile hiperbol egrisinin
kesistigi noktalar ise koseler olarak adlandirilir.

P
E
(=]
(8]
c
£
3
s| Kutupsal Koordinatlarda Konikler
®
ORNEK 20: % — % =1 denklemi ile verilen hiperboliin § Dismerkezlik
asagida belirtilen karakteristik 6zelliklerini bulunuz. o . . o
@ Konik kesitlerde dismerkezlik e ile gosterilir.
a. Merkez c. Odaklar 5 P
> b olmak {izere a + DA | elipsi icin
b. Koseler d. Asimptotlar 4 a? b2
ez &= vaz—b?
“a a
x?  y? . .
primi i 1 hiperbolii icin
e=S = va?+b?
“a  a

parabolde ise e = 1’dir.




Kalkilis Parametrik Denklemiler ve Kutupsal Koordinatiar

Asagidaki sekiller {izerinden digmerkezlik degerini detayl: bir ORNEK 21: Merkezi orijinde olan, odak noktalarindan biri
sekilde inceleyelim. (5,0) noktasinda bulunan ve bu odaga kargilik gelen
dogrultman dogrusu x = g olan hiperboliin Kartezyen
y s
V denklemini bulunuz.
o > X
y
A
F; (=¢,0) Fy (c,0)
» X
0
~
E
(=]
(]
c
£
@
(2]
§ Kutupsal denklemler
.(7) . . . . . .. ..
E Bir paraboliin, elipsin ya da hiperboliin kutupsal denklemini
o nasil elde edecegimizi gorelim.
©
y
A
> X
Fy(-¢0) | © F, (c,0)




Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar Kalklis

ORNEK 22: Dis merkezligi e = 2 olan ve x = 3 dogrusunu Bir dogrunun kutupsal koordinatlardaki denklemini elde
dogrultman kabul eden hiperboliin standart denklemini edelim.

bulunuz. Hiperboliin odag: orijindedir.

ORNEK 23: Denklemi r = % olan egriyi ele aliniz.

a. Bu konik kesitin dis merkezligini (e) bularak tiiriinii

belirleyiniz.
b. Dogrultman dogrusunun denklemini bulunuz.

c. Egrinin x-ekseni iizerindeki kdselerini belirleyiniz.

Bir cemberin kutupsal koordinatlardaki denklemini elde

edelim.

@ertansinansahin.com)

Dismerkezligi e ve yar1 biiyiik ekseni a olan elipsin kutupsal
denklemini elde edelim.
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Kalkilis Parametrik Denklemiler ve Kutupsal Koordinatiar

Aligtirmalar ve Problemler 3. r2 =sin0 denklemi ile verilen egriyi Kartezyen

x y-diizleminde ¢iziniz.
1. (0,3) ve (3, 0) noktalarini birlestiren dogru parcasin,

sekildeki gibi orijinden gecen 6 agisin1 parametre olarak
kullanarak parametrize ediniz.

4. Kutupsal denklemi r = 4 cos 6 olarak verilen ¢cemberin,
/6 < 0 < /3 araliginda kalan bolgesinin alanini
hesaplayiniz.

@ertansinansahin.com)

2. (x +3)?>+(y —1)? = 4 cemberi icin (—1, 1) noktasindan
baglayan, saat yoniinde ¢ember etrafinda bir tam tur atan ve
parametre olarak merkez acis1 6’y1 kullanan bir

parametrizasyon bulunuz.
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Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatlar Kalkilis

5. x> —4y*—4x + 8y —4 = 0 denkleminin bir hiperbol Cevaplar
belirttigini gosteriniz. Bu hiperboliin merkezini, odak
noktalarini ve asimptotlarin1 bulunuz. Ornek sorular

a.x=t, y=t} teR

b. x=+t, y=t, x>0 (Sagkol)
2 Videoya gidiniz.
3  Videoya gidiniz.
4 all bIl clI dIV
5 x=a(0—sinf) y=a(l—cosH)

6 y=—%§x+6

8 A=
9 L=+2("—1)
10 s=%&

5

11 (3,5 +2nm)ve (—3,571T +2nm),n €7Z
6. Dis merkezligi e = % olan ve odak noktalarindan biri
kutupsal koordinat diizleminin baslangic noktasinda 12 r=4cos0
(orijinde) bulunan bir konik kesitin, bu odaga karsilik gelen

dogrultman denklemi r cos 6 = 10 olarak verilmistir. Bu a. y =5, dogru

konik kesit i¢in bir kutupsal denklem bulunuz.

@ertansinansahin.com)

13 b. x2+(y +3)>=9, cember

c. 3x +2y =6, dogru

14 Videoya gidiniz.

15 A=6mn
16 A=8+n
17 L=8

18 Odak: (0,—3) Dogrultman: y =3

0 c. (4,0)ve (—4,0) d. (5,0) ve (—5,0) e. (0,0)
a. M(0,0) b. V;(=3,0), V,(3,0)

% c. F;(=50), Fy(50) d. y=x=3x

21 LY

22 r=32

12



Kalkilis

Parametrik Denklemler ve Kutupsal Koordinatiar

23

a. e =2, Hiperbol b. x =—-2

c. (—4,0) ve (—%,0)

Aligtirmalar ve problemler

1

x = 3cosb y= 3sinf 0<0<

cos O+sin 6 ? cos O+sin 6 ?

(S}

x=—3+2cosf, y=1-—2sinf, 0<6<2n
Videoya gidiniz.

—2
A_S

Merkez: (2,1)  Odaklar: (2 + +/5,1)
Asimptotlar: y —1 =+1(x —2)

30

= 5+3cos 0

@ertansinansahin.com}
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I8 UNITE

VEKTORLER VE

video izle

UZAY GEOMETRISI

Motivasyon

Bu konuyu ele alma motivasyonumuzu degerlendirelim.

Uc Boyutlu Koordinat Sistemleri

Uzayda bir noktay1 belirtmek icin ii¢ boyutlu koordinat

sistemini tanimlayalim.

x, y ve z eksenlerinin uzaydaki konumunu

inceleyelim.
Sag el koordinat sisteminin ne ifade ettigini gorelim.

Bir noktanin (x, y,z) koordinatlarinin nasil

yorumlandigini tartigalim.

Koordinat diizlemlerini taniyalim: xy-diizlemi,

yz-diizlemi ve xz-diizlemi.
Orijin noktasinin uzaydaki roliinii degerlendirelim.

Koordinat diizlemlerinin uzay: nasil pargaladigini

gorelim.
Oktant kavramini tanimlayalim.

x =1, y =2, z =4 diizlemlerini yorumlayalim.

@ ertansinansahin.com)

ORNEK 1: Asagida verilen denklem ve esitsizlik sistemlerinin
ii¢c boyutlu Kartezyen koordinat sisteminde tanimladig:

geometrik bolgeleri ve nesneleri belirleyiniz.

a. x=5y=-2 c. 0<z<3

d x=0,y=0,2=>20

ORNEK 2: Ug boyutlu uzayda x2 +2%2 =9 ve y = —2
denklemlerini ayn1 anda saglayan noktalarin olusturdugu
geometrik yapiy1 tanimlayiniz ve bu yapinin merkezini ve

yarigapini belirleyiniz.

P, (x1,Y1,%1) Ve Py(x5, ¥,,2,) noktalari arasindaki uzakligi
ifade edelim.



Vekiorler ve Uzay Geometrisi

Kalkiills

Merkezi (x,, Yo, %) Ve yaricapi a olan kiirenin standart
denklemini inceleyelim.

ORNEK 3: x2+ y? +22—4x + 6y —3 = 0 denklemiyle verilen

kiirenin merkezini ve yaricapini bulunuz.

ORNEK 4: Asagida verilen denklemlerin ve esitsizliklerin R3

uzayinda tanimladig1 geometrik bolgeleri ifade ediniz.
a. x2+y2+22=9, y=>0
b. 1<x*+y?+22<16

c. x24+y2+22=25 z=3

@ertansinansahin.com)

Vektorler

Vektor kavramina neden ihtiya¢ duydugumuzu tartigalim.

AB yonlii dogru parcast ile temsil edilen vektériin
baslangic noktasi A, bitis noktas: ise B’dir; uzunlugu |AB|
ile gosterilir. iki vektdr, aym uzunluga ve ayni yone sahip

olmalar1 durumunda esit kabul edilir.

Eger v, baslangic noktasi orijin olan ve bitis
noktasi (vy, v,) olan bir vektore esit diizlemde iki boyutlu
bir vektor ise, v'nin bilesen formu soyledir:

v=(vy,V,)

Eger v, baslangic noktasi orijin ve bitig noktasi (v;, v,, v5)
olan bir vektore esit {i¢c boyutlu bir vektor ise, v’nin bilegsen
formu soyledir:

v= (vl’ Va, V3)

Baslangi¢ noktast P(x4, y;,2;) ve bitis noktast Q(x,, ¥,,2,)
olan vektorii yazip vektoriin biiyiikliigiinti bulalim.

ORNEK 5: Baslangic noktas: P(2,—1,4) ve bitig noktasi

Q(5, 3,—8) olan bir vektor veriliyor. Buna gore;
a. Vektoriin bilesen formunu bulunuz.

b. Vektoriin biiyiikliigiinii hesaplayiniz.




Kalkiilts

Vekiorler ve Uzay Geometrisi

u = (uy, uy,uz) ve v= (v, vy, v3) vektorleri igin toplama ve

skalerle carpma islemlerini tanimlayalim.

ORNEK 6: u= (2,—4,3) ve v=(—1,5,2) vektdrleri veriliyor.

Asagida verilenleri bulunuz:

a.

3u+2v b. |3yl c. lu—v]

u, v, w birer vektor ve a, b birer skaler olmak {izere asagidaki

vektor islemlerini inceleyelim.

u+v=v+u
(u+v)+w=u+(v+w)
u+0=u

u+(—u)=0

Ou=0

lu=u

a(bu) = (ab)u
a(u+v)=au+av

(a+b)u=au+ bu

@ertansinansahin.com)

Birim vektorler

Birim vektor kavramini ve temel 6zelliklerini tanimlayalim.
Standart birim vektorleri (i, j, k) koordinat diizleminde
gosterelim.

Herhangi bir v = (v, v,, v;) vektoriinii standart birim
vektorlerin lineer kombinasyonu olarak yazalim. Bu vektorle

ayn1 yonlii birim vektorii elde edelim.

ORNEK 7: P,(1,1,0) noktasindan P,(3,1,1) noktasina dogru
yonelmis olan vektoriin yoniindeki birim vektér u’yu

bulunuz.




Vekiorler ve Uzay Geometrisi

Kalkiills

Bir dogru parcasinin orta noktasi

Py (x1,Y1,%1) Ve Py(x,,¥,,2,) noktalarini birlestiren dogru
parcasinin orta noktasini nasil belirledigimizi inceleyelim.

Uygulamalar

Vektorlerin bir uygulamasini bir 6rnek {izerinden inceleyelim.

ORNEK 8: Bir insaat sahasinda 150 N agirligindaki bir beton
blok, iki ¢elik halat yardimiyla diisey diizlemde asili
tutulmaktadir. Sistem statik dengededir.

a. Birinci halat diiseyle sola dogru 45°, ikinci halat ise
diiseyle saga dogru 30° ac1 yapmaktadir. Her bir
halattaki gerilme kuvvetinin biiyiikliigiinii (|F,| ve |F,|)
hesaplayiniz.

b. Halatlarin uyguladig: toplam yukari yonlii kuvvetin
biiytikliigiiniin blogun agirhiginin biiyiikliigiine orani
kactir?

@ertansinansahin.com)

Nokta Carpimi
Bir vektoriin digeri tizerindeki izd{isiimiiniin biiyiikliiglinii

nasil elde edebilecegimizi tartisalim.

Sifirdan farkli u = (u;,u,,us) ve v.= (v, vy, v3)

vektorleri arasindaki 6 agis1 asagidaki formiille verilir:

u;vq + UyVy + UsVsy
6 = arccos (—

|ul|v]

u = (uy,uy,uz) ve v.= (vy,v,,v;) vektérlerinin

nokta carpimi asagidaki skaler degerdir:

U V=UpV; HUyVy F UV,

ORNEK 9: u = 2i+j+ 2k ve v = 3i + 4k vektérleri veriliyor.
0 vektorler arasindaki ag1 olmak iizere asagidaki islemleri

yapiniz:

a. u-v nokta ¢arpimini hesaplayiniz.

=2

. |u] ve |v| uzunluklarini bulunuz.
c. cos O degerini bulunuz.

d. 6 acisini derece cinsinden yaklagik olarak bulunuz.




Kalkiilis Vekiorler ve Uzay Geometrisi

ORNEK 10: Koseleri A= (1,2), B=(4,6) ve C =(5,—1)
noktalari olan bir ABC ii¢geni veriliyor. A kosesindeki 6

Vektoér izdUsimi

Bir vektoriin digeri {izerindeki izdiisiimiinii tanimlayalim ve
acisini bulunuz. . . .
matematiksel olarak ifade edelim.

ORNEK 11:
u = 2i + 4j — k vektoriiniin v =i+ j + k vektorii tizerindeki;
a. Skaler bilesenini bulunuz.

Ortogonal vektorler b. Vektor izdligtimiinii bulunuz.

Sifirdan farkli iki vektoriin birbirine dik olma kosulunu

yazalim.

@ertansinansahin.com)

ORNEK 12: u— proj,u vektériiniin, proj,u izdiisiim

vektoriine dik oldugunu dogrulayimniz.

Nokta carpim &zellikleri

Nokta carpimin cebirsel 6zelliklerini listeleyelim.

u, v ve w herhangi bir vektor ve c bir skaler olmak iizere,
s u-v=v-u
e (cu)-v=u-(cv)=c(u-v)
cu-(v+w)=u-v+u-w
e u-u=lu?

e 0-u=0




Vekiorler ve Uzay Geometrisi

Kalkiills

Is
Sabit bir kuvvet tarafindan belirli bir yer degistirme

sonucunda yapilan isi yazalim.

Vektorel Carpim

iki vektérii carparak onlara dik yeni bir vektérii nasil elde
edebilecegimizi tartisalim.

« iki vektoriin birbirine paralellik kosulunu yazalim.

* Vektorel carpimla bir paralelkenarin alanini nasil elde

edecegimizi inceleyelim.

Vektorel carpimin 6zelliklerini inceleyelim.
Eger u, v ve w herhangi ii¢ vektor; a ve b skalerler ise,
asagidaki 6zellikler gecerlidir:

e (au) x (bv) = (ab)(u xv)
s ux(V+w)=uxv+uxw
e vxu=—(uxv)

e (VHw)xu=vxu+wxu
* Oxu=0

cux(vxw)=u-wyv—(u-v)w

@ertansinansahin.com)

Standart birim vektorlerin birbirleriyle vektorel carpimini

inceleyelim.

Herhangi iki u = u i+ uj+uskve v=vi+v,j+v5k
vektorlerinin vektorel carpimi i¢in determinant yontemini

yazalim.

ORNEK 13: u = 3i—2j+kve v=1i+j— 2k vektorleri
veriliyor. Buna gore asagidaki ifadeleri hesaplayiniz:

a. u x v vektorel carpimini bulunuz.

b. v x u vektorel carpimini bulunuz.




Kalkiilis Vekiorler ve Uzay Geometrisi

ORNEK 14: P(2,—1,3), Q(1,1,—1) ve R(—2,0, 1) noktalari
veriliyor.

Uzayda Dogrular ve Duzlemler

a. P, Q ve R noktalarini iceren diizleme dik bir vektor Uzayda dogrular ve dogru parcalan

bulunuz. Uzayda bir dogrunun nasil ifade edildigini inceleyelim.

b. Koseleri P, Q ve R noktalari olan {i¢cgenin alanini * Bir dogrunun vekt6r denklemini yazalim.
hesaplayimniz. * Bir dogrunun parametrik denklemlerini yazalim.

* Bir dogrunun standart denklemini yazalim.

* Bir dogru parcasinin nasil ifade edilecegini tartigalim.

* iki dogrunun birbirine paralel olma kosulunu

tartigalim.

Tork

Tork kavramini agiklayip bu vektor icin bir esitlik yazalim.

@ertansinansahin.com)

Uglii skaler veya kutu garpimi

Uc vektor iceren (u x v) - w carpimini inceleyelim. .
ORNEK 15: P(2,—4,1) ve Q(5,0,—3) noktalarindan gegen

dogrunun parametrik denklemlerini bulunuz.




Vekiorler ve Uzay Geometrisi

Kalkilis

Dogrunun vektorel denklemini fizikteki hareket yorumu

tizerinden inceleyelim.

Bir dogru ve bir nokta arasindaki mesafenin nasil
hesaplanacagini inceleyelim.

ORNEK 16: P(1,1,5) noktasmin, parametrik denklemleri
x=1+t,y =3—t, vez =2t olan dogruya olan uzakligini
hesaplayiniz.

@ertansinansahin.com)

Uzayda diizlem denklemi

Sifirdan farkli n = Ai + Bj + Ck vektoriine dik olan ve
Py(xo, ¥o,%0) noktasindan gecen diizlemin denklemini

yazalim.

ORNEK 17: A(2,1,1), B(0,4,1) ve C(—2,1,4) noktalar1
veriliyor.

a. Bu {i¢ noktay iceren diizleme dik olan bir n normal
vektoriini bulunuz.

b. Bu noktalarin {izerinde bulundugu diizlemin

denklemini yaziniz.




Kalkiilts

Vekiorler ve Uzay Geometrisi

iki diizlemin birbirine paralel olma kosulunu tartigalim.
Birbirine paralel olmayan iki diizlemin kesisimi olan dogruyu
nasil bulacagimizi agiklayalim.

ORNEK 18: x +2y + 3z = 4 ve 2x — y —z = 3 denklemleri ile
verilen iki diizlem icin;
a. Bu iki diizlemin arakesit dogrusuna paralel bir v
vektorii bulunuz.

b. Bu arakesit dogrusunun parametrik denklemlerini

yaziniz.

ORNEK 19: x =1+t,y =2—t,z =3+ 2t parametrik
denklemleriyle verilen dogrunun, x + y +z = 10 diizlemi ile

kesistigi noktanin koordinatlarini bulunuz.

@ertansinansahin.com)

Bir noktanin bir diizleme olan uzakli§ini nasil bulacagimizi
tartigalim.

ORNEK 20: P(2,4,3) noktasimin 2x + y + 2z = 3 diizlemine
olan uzakligini bulunuz.

Bir O6rnek iizerinden iki diizlem arasindaki agiy1 nasil

bulacagimizi inceleyelim.

ORNEK 21: x4+ y =10 ve y +z = 12 diizlemleri arasindaki
aciy1 bulunuz.

Silindirler ve Kuadrik Yuzeyler

Silindirler

Bir silindirin nasil olustugunu inceleyelim.




Vektorler ve Uzay Geometrisi Kalkdilis
ORNEK 22: x =22, y = 0 paraboliinden gecen ve y-eksenine Bazi 6zel kuadrik yiizeyleri inceleyelim.
paralel olan dogrularin olusturdugu silindirin denklemini Elipsoid
bulunuz. 2
4 Eliptik paraboloid

Kuadrik ylzeyler

Kuadrik yiizeylerin nasil elde edildigini inceleyelim.

ORNEK 23: Asagidaki denklemle ifade edilen kuadrik yiizeyi

cizelim:

ORNEK 24: Asagidaki denklemle ifade edilen kuadrik yiizeyi
cizelim:

4x%+9y* +2>—16x+18y—11=0

@ertansinansahin.com}

Yy
x x
x* y* oz
@ b ¢
2 2 2
b'e
Xyt E
az b2 2
Eliptik koni Tek yaprakl hiperboloid
2 Z

Cift yaprakli hiperboloid
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Kalkilis

Vekiorler ve Uzay Geometrisi

Hiperbolik paraboloid

Alstirmalar ve Problemler

1. u = 2i—j+ 2k ve v = 3i+ 4j vektorleri veriliyor. Buna
gore:
a. uve v vektorleri arasindaki acinin kosiniisiinii

hesaplayiniz.

b. u vektoriiniin v vektorii tizerindeki izdiisiim vektoriini
(proj,u) bulunuz.

@ertansinansahin.com)

2. R® uzaymda .¢; dogrusu parametrik denklemleri ile, %,

dogrusu ise vektorel denklemi ile verilmistir:
s L ix=1+2t,
o % :r(s)=1(2,1,0) +s(1,2,2)

z=3—t

(seR)

y=2+t, (teR)

a. ¥, ve ¥, dogrularinin kesistigi P noktasinin

koordinatlarini bulunuz.

b. Bu iki dogru arasindaki dar acinin kosiniis degerini

hesaplayiniz.
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Vekiorler ve Uzay Geometrisi

Kalkdills

Lx=1 _ y—2 __ 3
3. P(0,1,0) noktasindan gecen ve &£ : ¥= = = =2

dogrusunu dik olarak kesen diizlemin denklemini bulunuz.

Ardindan, bu diizlemin ¢ dogrusunu kestigi Q noktasinin
koordinatlarini hesaplayiniz.

a. Diizlemin denklemini yaziniz.

b. Kesisim noktast Q’yu bulunuz.

4. A(2,1,1), B(3,4,1), C(1,2,3) ve D(2,5,3) noktalarinin
ayni diizlem {izerinde oldugunu gosteriniz.

@ertansinansahin.com)

5. ¢, dogrusu (1,2,3) noktasindan gecen ve v; =i+2j—k
dogrultusuna sahip olan bir dogrudur. %, dogrusu ise

x =2+42t,y =1—t,z = 3t parametrik denklemleriyle
verilmistir. Bu iki dogru arasindaki en kisa mesafeyi
hesaplayiniz.

6. t cRolmakiizere x =1+t,y=2+4t,2=3+t¢t
parametrik denklemleriyle verilen dogru ile 2x —y + 2z =10
diizlemi arasindaki uzakligi bulunuz.
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Kalkiilts

Vekiorler ve Uzay Geometrisi

Cevaplar

Sira sende sorulari

1

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

Videoya gidiniz.

Videoya gidiniz.

Merkez: (2,—3,0), Yaricap: r =4

Videoya gidiniz.

a.v=(3,4,—12) b.|v|=13

a. (4,-2,13) b Y2 ¢ /o1
_ 2., 1

u= w?51+ w_FSk

a. |F|~77.65N, |F,|~109.81N b. 1

a.u-v=14 b.|u/=3, |v|=5
c. cos O = }—g d. 6 ~21.04°

6 =90°

a &2 b fi+ij+ ik

Videoya gidiniz.

a. uxv=3i+7j+5k

b. vxu=-3i—7j—5k

a.n=(0,2,1)
_7V/5
b A=15

x=2+43t, y=—4+4t, z=1—4t
d=+5
a.n=3i+2j+4k b.3x+2y+4z=12

a.v=i+7j—5k

b.x=2+t, y=1+7t, z=-5¢

(3,0,7)

0 =60°veya 6 = %

Videoya gidiniz.

@ertansinansahin.com)

24 Videoya gidiniz.

Algtirmalar ve problemler

1 acosO=2 b proju=si+Zj

2 a. P(3,3,2) b.cosO=

°|&

3 a2x+y—2z=1 b.Q(—1,1,—-1)
4  Videoya gidiniz.

__ 543
5 d=3=*

6 d=%

13
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KISMI TUREVLER - 1

Motivasyon

Bu konuyu 6grenme motivasyonumuzu ortaya koyalim.

Cok Degiskenli Fonksiyonlar

Birden fazla degiskene baglh fonksiyon fikrini

taniyalim.

Giinliik hayattan cok degiskenli fonksiyon 6rneklerini
diisiinelim.

w = f(x;,%,,...,X,) gosteriminin ne anlattigini

tartisalim.
Bagimsiz ve bagimli degisken ayrimini netlestirelim.

Tanim kiimesi ve deger kiimesi kavramlarini bu

baglamda inceleyelim.

Asagida verilen fonksiyonlarin tanim ve deger kiimelerini

inceleyelim.

f,y)=v/16—x2—y?
fG,y)=In(x+y)
fn=2
f,y,8)=y/1-x2—y>—3?
flx,y,z) ="

@ ertansinansahin.com )

video izle

Diizlemdeki bir bélgenin i¢ nokta ve sinir noktasi

kavramlarini tanimlayalim.

Bir bolgenin acik veya kapali olma durumunu sinir
noktalari iizerinden ifade edelim.

x% + y? < 1 esitsizliginin neden bir acik kiime
belirttigini tartigalim.

Bir bolgenin sinirli ya da sinirsiz olmasinin ne anlama
geldigini 6rnekler iizerinden tartisalim.

ORNEK 1: f(x,y) = In(4— x2 — 4y?) fonksiyonu veriliyor.
a. Fonksiyonun tanim kiimesini (D) bulunuz.

b. Tamim kiimesini x y-diizleminde betimleyiniz ve sinirin

tanim kiimesine dahil olup olmadigini belirtiniz.



Kismi Turevler

Kalkiills

iki degiskenli fonksiyonlarn grafikleri, seviye
egrileri ve kontur gizgileri

« iki degiskenli fonksiyonlar1 gorsellestirmenin temel

yollarini ele alalim.

* f(x,y) degerlerini gorsellestirmek i¢cin seviye egrilerini

ve z = f(x, y) ylizeyini nasil kullanacagimizi

tartigalim.

* Seviye egrileri ve kontur cizgileri arasindaki fark:

inceleyelim.

ORNEK 2: f(x,y) = 144 — x? — y? fonksiyonunun grafigini
¢izin ve dlizlemdeki tamim kiimesi icerisinde f (x,y) =0,
f(x,y)=44ve f(x,y) =108 seviye egrilerini belirleyip
grafiklerini olusturun.

Uc degiskenli fonksiyonlar icin benzer bir inceleme yapalim.

f(x,y,2) = 4/x2+ y2 + 22 fonksiyonunun seviye yiizeylerini
inceleyelim.
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Yiksek Boyutlarda Limit ve Sureklilik

(x9, ¥o) merkezli her acik dairesel bolgenin,
(x0, ¥o) noktasinin kendisi disinda, f fonksiyonunun tanim
kiimesinden en az bir nokta igerdigini varsayalim. (x, y)
noktasi (x,, y,)’ya yaklasirken, f(x,y) fonksiyonunun L
sayisina yaklastigini soyleriz ve bunu

lim f(x,y)=L

(x,y)—(x0,0)

seklinde gosteririz.

Bunun anlami sudur: Her ¢ > 0 icin, buna karsilik bir
6 > 0 vardir; 6yle ki, f’nin tanim kiimesindeki her (x, y)
noktast icin,

0<V(x—x)2 +(y—y)? <5

oldugunda,
lf(e,y)—Ll<e

esitsizligi saglanir.

L, M ve k reel sayilar olsun. Eger lim, yy (x,.yo) f (X, ¥) =L

ve lim, ) (xg,y0) (X, ¥) = M ise:

¢ lim(x,y)ﬂ(xo,)’o)[f(x7 _)’) + g(x: }’)] =L+M
 imee )y lf (6 Y)— g, y)1=L—M
* limg, ) (x0y0) Kf (%, ¥) = kL (herhangi bir k sayis1 igin)

* lim(x,y)ﬂ(xo,yo)[f(xy }') . g(x: _y)] =L-M

floy)

. L
Wm0 56y = > M #0

¢ lim(x)Y)—’(Xo,yo)[f(x’ y)]n =L" (Tl (S Z+)

* im0 VOO Y) = VI =L
(n pozitif bir tam say1; n ¢ift ise L > 0 oldugu

varsayilir.)

* h(z) fonksiyonu z = L noktasinda siirekli ise:
W, ) ey 0 AOF (6, ¥)) = R(L)




Kalkiills

Kismi Tlrevler

ORNEK 3: Asagidaki limit degerlerini hesaplayimiz.

2
. X“=xy+2
a. hm(x,y)—v(Z,l) x2y+3xy—y?

b. lim(x’y)_)(o’g) RV, x2+ y2 +16

3 sinx cos y
¢ lime ) 0,272 (T + —yfn/z)

x2—y2

d. lim(x’y)_,(4,4) _ﬁ—ﬁ

ORNEK 4: f(x,y)= % fonksiyonunun (x, y) — (0,0)
noktasindaki limitinin 0 oldugunu ¢ — 6 tanimini kullanarak

ispatlayiniz.

Sureklilik

(x40, ¥o) merkezli her acik dairesel bolgenin,
(9, ¥o) noktasinin kendisi diginda, f fonksiyonunun
tanim kiimesinden en az bir nokta icerdigini varsayalim.
Bu durumda, f(x, y) fonksiyonu asagidaki kosullar

saglaniyorsa (x,, y,) noktasinda siireklidir:
1. f, (xg,Y,) noktasinda tanimhidir.

2. lim

f(x,y) limiti vardir.
(,)—(x0,¥0)

3. lim
(x,y)—(x0,¥0)

flx,y) = f(x0,Y0)-

Bir fonksiyon, tanim kiimesindeki her noktada siirekli ise

siirekli fonksiyon olarak adlandirilir.
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ORNEK 5: f(x,y) fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanmistir:

25, () #(0,0)
0, (5,y)=(0,0)

fle,y)=

Bu fonksiyonun orijin disindaki noktalarda stirekli oldugunu

gosteriniz ve orijindeki stirekliligini inceleyiniz.

Bir 6rnek iizerinden iki yol testini kullanarak limitin belirli

bir noktada olmadigini gosterelim.

3

ORNEK 6: f(x,y)= —=%; fonksiyonunun (x,y) — (0,0)

+y2
limitinin var olmadigini gosteriniz.

ORNEK 7: Asagida verilen fonksiyonlarin siireklilik

durumlarini tartiginiz:

a flx,y)=e"""
b. glx,y)= cos(ﬁ)

c. h(x,y)=In(4+x>+y?)




Kismi Turevler

Kalkiills

Kismi Turevier

f (x,y) fonksiyonunun (x,, y,) noktasindaki x’e ve y’ye gore
kismi tiirevlerini tanimlayalim. Kismi tiirevler icin

kullandigimiz notasyonlar1 inceleyelim.

Bir 6rnek iizerinden kismi tiirevin nasil alindigini

inceleyelim.

ORNEK 8: f(x,y) = x%—2x2y + 4y?—5 fonksiyonu
veriliyor.

a. g—)f( ve % kismi tiirevlerini bulunuz.

b. Bu kismi tiirevlerin (2,—1) noktasindaki degerlerini

hesaplayiniz.

ORNEK 9: x2e* + ysinz = Inx + y? denkleminin z

degiskenini x ve y bagimsiz degiskenlerine bagl bir

fonksiyon olarak tanimladigini varsayarak, g—; kismi tiirevini

bulunuz.
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Bir 6rnek tizerinden ikiden fazla degiskenli fonksiyonlarda

kismi tiirevin nasil alindigini inceleyelim.

ORNEK 10: x, y ve z bagimsiz degiskenler olmak iizere,
f(x,y,2) =22+ cos(x® + 2y ) fonksiyonu veriliyor. Buna gére

af Coe
3, Kismi tiirevini hesaplayimiz.

ORNEK 11: f(x,y) fonksiyonu asagidaki gibi veriliyor:

225, () #(0,0)
0, (x,))=(0,0)

fle,y)=

a. (x,y)— (0,0) limitini y = x dogrusu boyunca
bulunuz.

b. (x,y)— (0,0) limitini y = 0 dogrusu (x-ekseni)
boyunca bulunuz.

c. f fonksiyonunun orijinde (0, 0) stirekli olmadigini
gosteriniz.

3 3 - NP
d. Tanimi kullanarak % ve % kismi tiirevlerinin orijinde

var oldugunu gosteriniz ve degerlerini bulunuz.
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Kismi Tlrevler

Bir ornek tizerinden ikinci ve daha iist dereceden kismi

tlirevleri inceleyelim.

ORNEK 12: f(x,y) = x?siny + y2e* fonksiyonu veriliyor.

a. Fonksiyonun birinci mertebeden kismi tiirevlerini (%

of
ve 5) bulunuz.

b. Fonksiyonun tiim ikinci mertebeden kismi tiirevlerini

(PP P oY

dx22 3y2? dydx ve dxdy

o%f o%f

dydx ve dxdy
oldugunu gosteriniz.

a3f 3f

d. 3x20y ve a_y3

hesaplayiniz.

) hesaplayiniz.

c. Karma tiirevlerin (

) birbirine esit

ticlincii mertebeden kismi tiirevlerini

Diferansiyellenebilirlik

Bir fonksiyon i¢in diferansiyellenebilirlik kavraminin ne
anlama geldigini gosterelim. Fonksiyonun siirekliligi ile bu

kavram arasindaki iligkiyi tartigalim.
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iki farkli fonksiyon grafigini inceleyerek fonksiyonlarin

diferansiyellenebilirlik durumunu tartisalim.

* glx,y)=+/x2+y?

Zincir Kurali

e x =x(t) ve y = y(t) fonksiyonlarinin her ikisi de t
degiskenine gore tiirevlenebilir oldugunda,
tiirevlenebilir bir w = f (x, y) fonksiyonu icin zincir

kuralin1 yazalim.

« ikiden fazla degisken olmasi durumunda ne olacagini

tartisalim.

w=f(x,y,2), x = g(r,s), y =h(r,s) ve 2 = k(r,s) oldugunu
varsayalim. Eger bu dort fonksiyonun tamamu tiirevlenebilir
durumdaysa, bu durumda w fonksiyonunun r ve s
degiskenlerine gore kismi tiirevleri vardir ve asagidaki

formiillerle verilir:




Kismi Tlrevier

Kalkdills

ORNEK 13: w = x2y + 2° fonksiyonu veriliyor. Burada

aw

— — : — .2 = 0w
x =rcosf, y =rsinf ve z =r* olduguna gére; 5 ve 3p

kismi tiirevlerini r ve 6 cinsinden ifade ediniz.

Eger w = f(x) ve x = g(r,s) ise, bu durumda kismi tiirevler

asagidaki gibi yazilir:
ow _dwox . ow_dwox
ar  dx ar ds  dx ds’

Bir 6rnek iizerinden ortiik tiirev almay inceleyelim.

ORNEK 14: ¢ + x2 — y® = 5 denklemi ile verilen ortiik

. ceody e
fonksiyon icin 3 tiirevini hesaplayiniz.
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Yonlu Turevler ve Gradyan Vektorleri

f(x,y) fonksiyonunun gradyan vektoriinii tanimlayalim.

f(x,y) fonksiyonunun P,(x,, y,) noktasini iceren agik bir
bolgede tiirevlenebilir oldugunu varsayalim ve fonksiyonun
bu noktada u birim vektorii yoniindeki yonlii tiirevini

yazalim.

ORNEK 15: f(x,y) = y?sin(xy)+ 3x fonksiyonunun P(1,0)
noktasinda, v = 4i + 3j vektorii yoniindeki yonlii tiirevini
bulunuz.




Kalkiills

Kismi Tlrevler

Bir 6rnek iizerinden yonlii tlirevlerin 6zelliklerini

inceleyelim.

ORNEK 16: f(x,y)= ’“3—3 + % fonksiyonu veriliyor. Buna
gore;

a. (2,1) noktasinda fonksiyonun en hizl arttig1 yonii
bulunuz.

b. (2,1) noktasinda fonksiyonun en hizli azaldig1 yonii
bulunuz.

c. (2,1) noktasinda fonksiyonun degisiminin sifir oldugu

yonleri bulunuz.

* Bir fonksiyonun gradyani ve seviye egrileri arasindaki
iliskiyi inceleyelim.

* Bir fonksiyonun seviye egrisine teget olan dogrunun
denklemini elde edelim.
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ORNEK 17: % + % = 2 elipsi tizerindeki (—3, 2) noktasindan

gecen teget dogrusunun denklemini bulunuz.

Gradyan igin cebirsel kurallar inceleyelim.
* V(f+g)=Vf+Vg
* V(f-g)=Vf-Vg
* V(kf)=kVf
* V(fe)=fVeg+gVf

OB

Bir 6rnek iizerinden yonlii tiirevleri bir de ii¢ boyutta

inceleyelim.

ORNEK 18: f(x,y,2) = x2y + cos(yz) + 2z fonksiyonunun
Py(2,0, 1) noktasindaki;

a. v=3i—2j+ 6k vektdrii yoniindeki tiirevini bulunuz.

b. f fonksiyonunun P, noktasinda en hizli arttig1 ve en
hizli azaldig1 yonleri ve bu yonlerdeki degisim hizlarin
bulunuz.




Kismi Tlrevier Kalkilis

r(t) = x(t)i+ y(t)j + z(¢)k bir piiriizsiiz C egrisi ve 2.

2 3
w = f(x(t)) bu C egrisi boyunca hesaplanan bir skaler Fleny) = %, (x,y) #(0,0)
fonksiyon olsun. ‘fi—‘f degerini bir gradyan ve yonlii tiirev Y 0, (x,y)=(0,0)

cinsinden yazalim. ) -
fonksiyonu veriliyor.

a. (x,y)—(0,0) iken f(x,y) limitinin mevcut
olmadigini gosteriniz.

b. Varsa, f,(0,0) ve f,(0,0) degerlerini hesaplayiniz.

c. f,(x,y) tiirevini f (x, y) gibi parcali tanimli bir
fonksiyon olarak yaziniz.

Aligtirmalar ve Problemler

1.

i, (6)#(0,0)
0, (x,)=(0,0)

olarak verilsin. f(x,y) fonksiyonunun tanim kiimesini ve

fle,y)=
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f(x, y) fonksiyonunun siirekli oldugu tiim noktalarin
kiimesini bulunuz.




Kalkiilts

Kismi Tlirevler

3. u=x?—y?%ve v =2xy olmak {izere
sz(u}v)zf(xz_yz’ zx}’)

seklinde tanimlanan bir fonksiyon veriliyor. f fonksiyonunun
ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip oldugu
biliniyor.

a. w, ve w, tiirevlerini f, ve f, cinsinden bulunuz.

b. w,, ikinci mertebeden kismi tiirevini f,,, f,, ve f,,

cinsinden yaziniz.

@ertansinansahin.com)

4. z = z(x, y) diferansiyellenebilir fonksiyonu, asagidaki

denklemle ortiik olarak tanimlanmuigtir:
Z+xy+In(z+1)+y?=6.

(x,¥) = (1,2) noktasinda z = 0 oldugu bilinmektedir.
a. z(x,y) fonksiyonunun (1,2) noktasindaki gradyan

vektoriinii, yani Vz(1,2) degerini bulunuz.

b. z(x,y) fonksiyonunun (1, 2) noktasinda en hizl arttig1

yonii ve bu noktadaki maksimum artis hizin1 bulunuz.




Kismi Turevler

Kalkiills

Cevaplar
Sira sende sorulari
a.D={(x,y) | 5 +y*<1)

1 b % + y% =1 elipsinin i¢ bélgesi,
sinir dahil degildir.

Seviye egrileri: x>+ y? = 144 (yarigap 12),
2 x?+y%*=100 (yarigap 10) ve
x%+ y? = 36 (yaricap 6) cemberleridir.

5  Videoya gidiniz.
6  Videoya gidiniz.

7  Videoya gidiniz.

a—f 3x%—4xy, %:—2x2+8y
8
b. £ =20, ¥| =-16
2,-1) 2,-1)
dz __ _2y—sing
9 ﬁ T x2e%+ycosz
3 .
10 % = —3x2z%sin(x® + 2y)
a.1/2 b.0
11 c. Videoya gidiniz.
d. §£(0,0)=0ve £(0,0)=0
a. g—f =2xsiny + y2e*, % =x2cosy +2ye*
b. x2—251ny+ye yfz——xzsiny+26"
12
% _ % _
C 3yax = axdy =2xcosy+2ye*
3%f a
d. angy =2cosy +2ye”, a—y’; =—x2cosy
a. 2¢ =3r2cos?Osin 0 + 6r°
13
b. % =r?cos® 6 — 2r® cos O sin® 0
dy _ ye*V+2x
14 dx T 3yZ—xeXy
12
15 2
=4 14+ L -4 L
au=zzit Ej bu=—7pi- i

16
e n=x(~g5i+ i)

17 y=2x+4

@ertansinansahin.com)

a. D,f(Py) = ;
18  b. Enhizh artig: 2j+ —=k yoniinde 2+/5;

en hizl azalhs: — %k ybniinde —2+/5

2 .
e

Alighrmalar ve problemler

Tanim Kiimesi: {(x,y) € R? | x < 10}

' Siireklilik Kiimesi: {(x,y) € R? | x < 10} \ {(0,0)}
a. y = mx? icin limit —22 i +2m2, m’ye bagli, limit yoktur.
, b. £,(0,00=0 £,(0,0)=1%
¢ f,(xy)= %ﬁ%%%ﬁi etk
2 (x,y)=1(0,0).
a. w, =2xf,+2yf,, w, = —2yf,+2xf,
’ b. w,, = 2f, +4x*f,, +8xyf, +4y*f,,
a. Vz(1,2) =—2i—5j
4

b. Yon: Artis hizi: +/29

2 . 5 .
T T

10
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Teget Dizlemler ve Diferansiyeller

f(x,y,2) = c seviye yiizeyinin P, noktasinda,
Vf(P,) # 0 olmak iizere, teget diizlem gradyan vektoriine
dik; normal dogru ise gradyan vektdriine paraleldir. Baska
bir deyisle, gradyan vektorii yiizeyin o noktadaki bir
normal vektoriidiir.

ax + by + cz + d = 0 seklinde tanimlanan bir diizlemin
normal vektoriinii gradyan vektoriini kullanarak nasil

buldugumuzu inceleyelim.
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ORNEK 1: f(x,y,2) = x?+2y? + 322 — 12 = 0 seviye
yiizeyine P(1,2, 1) noktasindaki teget diizlemin ve normal

dogrunun denklemini bulunuz.

ORNEK 2: f(x,y) = e*siny + x2y yiizeyi iizerindeki
P(0, t,0) noktasinda ylizeye teget olan diizlemin denklemini
bulunuz.

ORNEK 3: x2+ y? =5 silindiri ile x + y +z = 1 diizlemi bir
E elipsi boyunca kesismektedir. Bu elips tizerindeki
P(1,2,—2) noktasinda elipse teget olan dogrunun parametrik

denklemlerini bulunuz.



Kismi Turevler Kalkiills

Diferansiyellenebilir bir f fonksiyonunun degerinin, P, £(x, y) fonksiyonu (x, y,) noktasinda
noktasindan u yoniinde ds kadar kiiciik bir mesafe . . e
Serledidimisd | desistizini incelevels diferansiyellenebilir ise, bu noktaya yakin yerlerde f

T .
teredigumizde nast ceslstigint Inceleyelum fonksiyonu bir dogrusal fonksiyonla yaklasik olarak temsil

edilebilir. Bu dogrusal fonksiyon

L(x, y) = f (x5 Yo) + fi(x0, Yo )(x —x) + £y (%0, Yo )y — ¥o)

olup, f fonksiyonunun (x,, y,) noktasindaki
dogrusallastirmasi olarak adlandirlir. Buna gore, (x, y)

noktasi (x,, y,) noktasina yakin oldugunda

fl,y)~L(x,y)

yazilir. Bu ifade, f fonksiyonunun s6z konusu noktadaki
dogrusal yaklagimini verir.

ORNEK 5: f(x,y)=2x%+3xy—y?+5 fonksiyonunun
(1, 2) noktasindaki dogrusallagtirmasini L(x, y) bulunuz.

ORNEK 4: f(x,y,2) = x%e”* +In(x + 2) fonksiyonunun
degeri, Py(1,0,0) noktasindan P, (3,—2, 1) noktasina dogru
0.2 birim hareket edildiginde yaklasik olarak ne kadar
degisir?
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Diferansiyeller

(xg, ¥o) noktasindan, bu noktaya yakin
(xo + dx, Yy, + dy) noktasina gegildiginde, f
fonksiyonundaki degisimin dogrusal kism1

df = fx(xod’o)dx +fy(x0’y0)d.y

seklindedir. Bu ifadeye, f fonksiyonunun toplam

diferansiyeli denir.




Kalkdilis

Kismi Tlrevler

ORNEK 6: Dik dairesel konu seklindeki bir metal parcasi,
taban yarigap: r =5 cm ve yiiksekligi h = 10 cm olacak
sekilde tasarlanmistir. Ancak iiretim hatasi nedeniyle taban
yaricapinda dr = 0.1 cm artis, yiikseklikte ise dh = —0.2 cm
degisim meydana gelmistir. Diferansiyelleri kullanarak

silindirin hacmindeki yaklasik mutlak degisimi hesaplayiniz.

Ekstremmum Degerler ve Eyer Noktalari

Bir f (x, y) fonksiyonu icin yerel minimum ve maksimum ile
mutlak minimum ve maksimum kavramlarini tartisgalim. Eyer

noktalarini inceleyelim.

f(x,y) fonksiyonunun tanim kiimesinin bir i¢
noktasi olan (xo, yo) i¢in, f,(xo, ¥o) = fy(x0,¥o) = 0 ise
veya f, f, tiirevlerinden en az biri bu noktada tamml

degilse, (x,, yo) noktasina kritik nokta denir.

Bir kritik noktanin eyer noktasi olmasi i¢in gereken sarti
tartisalim.
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Yerel ekstremum noktalarini nasil elde edecegimizi

inceleyelim.

f(x,y) fonksiyonunun ve birinci ile ikinci
mertebeden kismi tiirevlerinin, (a, b) merkezli bir disk
boyunca siirekli oldugunu varsayalim. Ayrica f,(a,b) = 0

ve f,(a,b) = 0 olsun. f fonksiyonunun (a, b) noktasindaki

H, = [fxx fxy}
fyx fyy

seklinde tanimlanir. Bu matrisin determinantini

Hessian matrisi

D= fifyy— fxy 2 ile gosterelim. Buna gore, (a, b)
noktasindaki kritik noktanin tiirii su sekilde belirlenir:

* Eger D > Ove f,, < Oise, f fonksiyonu (a, b)
noktasinda bir yerel maksimuma sahiptir.

e Eger D > Ove f,, > Oise, f fonksiyonu (a, b)

noktasinda bir yerel minimuma sahiptir.

e Eger D < Oise, f fonksiyonu (a, b) noktasinda bir eyer
noktasina sahiptir.

* Eger D =0 ise, test sonucsuzdur.

ORNEK 7: f(x,y) =4xy — x* —2y? fonksiyonunun tiim
yerel ekstremum degerlerini ve eyer noktalarini bulunuz.




Kismi Tlrevier

Kalkiills

Kapali ve sinirli bir bolgede stirekli bir f(x, y)
fonksiyonunun mutlak ekstremumlarini bulmak igin:

1. Bolgenin icindeki kritik noktalar1 bulun ve f’yi
hesaplayin.

II. Sinir iizerindeki aday noktalari bulun ve f’yi

hesaplayin.
III. Elde edilen degerleri karsilastirin; en biiyiik deger

mutlak maksimum, en kiiciik deger mutlak

minimumdur.

ORNEK 8: f(x,y)=x%*+2y?—4x —4y + 5 fonksiyonunun,
x =0, y =0ve x +y =4 dogrulan tarafindan sinirlandirilan
kapali ticgensel bolge tizerindeki mutlak maksimum ve

mutlak minimum degerlerini bulunuz.
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ORNEK 9: Bir miihendislik firmasi, taban1 dikdértgen
seklinde olan ve bir kdsesinde yer tasarrufu saglamak
amaciyla 6zel bir kisita sahip su deposu tasarlamaktadir.
Deponun uzunlugu ile taban ¢evresinin toplami en fazla
360 cm olabilmektedir. Bu kisit dahilinde, deponun hacmini
maksimize edecek boyutlari1 ve bu maksimum hacmi
bulunuz.

Lagrange Carpanlari

Bir 6rnek iizerinden Lagrange carpanlari yontemini

inceleyelim.

ORNEK 10: f(x,y)=3x + 4y fonksiyonunun x>+ y? =1
cemberi {izerindeki maksimum ve minimum degerlerini
bulunuz.




Kalkiilts Kismi Tlirevler

ORNEK 11: x2% + y? + 2% = 9 Kiiresi iizerinde bulunan ve Bir O0rnek iizerinden Lagrange carpanlar1 yontemini birden
(4,2,—4) noktasina en yakin ve en uzak olan noktalar1 fazla kisitlama olmas: durumu icin inceleyelim.
bulunuz.

ORNEK 13: f(x,y,2) = z fonksiyonunun x2 + y? = 1 silindiri
ve x + y +z =5 diizleminin kesisimi {izerindeki maksimum
ve minimum degerlerini bulunuz.

. ) Alstirmalar ve Problemler
ORNEK 12: Ustii actk dikdortgenler prizmasi seklindeki bir

kutu, toplam 12 m? karton kullanilarak imal edilecektir. Bu 1. z = 2x2 + y2 — 3y denklemiyle verilen yiizeyin (2, 1,6)

kutunun hacminin alabilecegi maksimum degeri bulunuz. noktasinda

a. teget diizleminin,
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b. normal dogrusunun

denklemlerini bulunuz.




Kismi Tlrevier Kalkilis

2. f(x,y)=x%+xy+y?—2x—2y + 1 fonksiyonunun, 3. x% +4yz = 8 yiizeyi iizerinde bulunan ve orijine en yakin
koseleri A(0,0), B(3,0) ve C(0, 3) olan iiggensel R bolgesi olan noktalar1 bulunuz.
tizerindeki mutlak maksimum ve mutlak minimum

degerlerini bulunuz.
a. Fonksiyonun kritik noktalarini belirleyiniz.

b. Bolgenin sinirlari {izerindeki ekstremum adaylarini
bulunuz.

c. Fonksiyonun bu boélge iizerindeki mutlak maksimum ve

mutlak minimum degerlerini belirleyiniz.
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Kalkiilts

Kismi Tlirevler

Cevaplar

Sira sende sorulari

Teget diizlemi: x +4y +3z =12

Normal dogru: x =1+4+t, y=2+4t, z=1+3t
2 y+z=m
3 x=1+2t, y=2—t, z2=—2—t
4 Af~df = £ birim
5 L{x,y)=10x—y+1
6 dv=3ncm®

Yerel maksimum: (1,1) ve (—1,—1)

Eyer noktasi: (0,0)

8  Mutlak maksimum: 21, mutlak minimum: —1

x =120 cm, y =60 cm, 2 = 60 cm

V = 432000 cm®
10 Maksimum: 5 Minimum: —5
11 Envyakmn: (2,1,—2), Enuzak: (—2,—1,2)
12 V=40m®

13  Maksimum: 5+ +/2, Minimum: 5— /2

Aligtirmalar ve problemler

a.—8x+y+z+9=0
b.x=2—-8t, y=1+t, 2z=6+t
2 2
a (3.%)
2 b.(1,0),(0,1),(%,2),(0,0),(3,0),(0,3)

c. Mutlak maksimum: 4, Mutlak minimum: —%

3 (0,v2,v2) ve (0,—v2,—+/2)
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UNITE

KATLI INTEGRALLER e

Dikdértgensel Bolgeler Uzerinde iki Katli
ve iterasyonlu integraller

iki katli integralin hacimle olan iliskisini inceleyelim.

f(x,y) fonksiyonuR:a < x < b,c<y<d
dikdortgensel bolgesi boyunca siirekli ise, o halde:

d b
fff(x,y)dA=f J flx,y)dxdy
b d
=f f flx,y)dydx
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ORNEK 1: xy-diizleminde R: 0<x <2,0<y <1
dikdortgeni tarafindan sinirlanan bolgenin iizerinde ve
z =4+ x? + 2y? eliptik paraboloidinin altinda kalan

boélgenin hacmini bulunuz.

Dikdértgensel Olmayan Bdlgelerde iki
Kath integraller

Bir 6rnek iizerinden dikdortgensel olmayan boélgelerde iki

katl integrallerin nasil alinacagini inceleyelim.

ORNEK 2: xy-diizleminde, x =0, y = 2 ve y = x dogrulari
ile sinirlanan ticgensel bolge tizerinde yer alan ve iist yiizeyi
2z = f(x,y) = 3x + y diizlemi olan kati cismin hacmini
bulunuz.




Kath integraller

Kalkiills

ORNEK 3: Asagidaki cift katli integrali integrasyon sirasini
degistirerek hesaplayiniz:

1,1
f J exzdxdy
0 Jy

ORNEK 4: D bélgesi, y = v/x, y =0 ve x + y = 2 egrileriyle
sinirlanan bolge olsun. Burada f fD f(x,y)dA integrali

sinirlariyla yazilacaktir.
a. Integrali dx dy sirasiyla yaziniz.

b. Integrali dy dx sirasiyla yazimiz.
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f(x,y) ve g(x,y) fonksiyonlari sinirli bir R bélgesi {izerinde

siirekli ise, asagidaki ozellikler gecerlidir:

* Herhangi bir ¢ sayisi1 igin:

JLCf(x,Y)M=Cfo(X,Y)dA
« Toplam ve fark kuralr:
fL(f(x,y) +g(x,y))dA= fo(x,y)dA
+ Jf g(x,y)dA
R

e Eger R {izerinde f(x,y) = 0 ise:

JJ. flx,y)dA=0

* Eger R lizerinde f(x,y) > g(x,y) ise:

JJ flx,y)dA= Jf g(x,y)dA

* Eger R bolgesi, birbiriyle ortiismeyen R, ve R,
bolgelerinin birlesimi ise:

ff flx,y)dA= fj f(x,y)dA+fJ f(x,y)dA

ORNEK 5: Birinci oktantta yer alan ve z = 1— y? — x yiizeyi
tarafindan sinirlanan kat1 cismin hacmini bulunuz.




Kalkiilts

Kath integraller

iki Kath integralle Alan Hesabi

iki katli integralle alan hesabinin nasil yapilacagini

inceleyelim.

ORNEK 6: Birinci bolgede y = +/x ve y = x* egrileri
tarafindan sinirlanan R boélgesinin alanini ¢ift kath integral
kullanarak hesaplamak istenmektedir. Bu bdlgenin alanini

veren integralleri hesaplamadan;
a. Integral siras1 dy dx olacak sekilde,
b. Integral siras1 dx dy olacak sekilde
iki farkl bicimde ifade ediniz.
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Bir f (x, y) fonksiyonunun bir R bolgesindeki ortalama

degerini iki kath integrali kullanarak ifade edelim.

Kutupsal Koordinatlarda iki Kath
integraller

Kutupsal koordinatlarda bir R bélgesinin alaninin iki katl

integralle nasil ifade edildigini inceleyelim.

ORNEK 7: xy-diizleminde, r = 2cos f cemberi icerisinde
kalan ve r = 1 ¢cemberinin diginda bulunan bélgeyi R olarak

tanimlayalim. R bolgesinin alanini hesaplayiniz.




Kath integraller Kalkdiliis

ORNEK 8: f f R e ydx integralini hesaplayiniz. Burada ORNEK 10: Kutupsal integral yontemini kullanarak;
R, x-ekseni ile y = +/'1—x2 egrisi arasinda kalan yarim daire x%+ y? = 4 cemberi tarafindan smirlanan, y = 1 dogrusunun
bolgesidir. iistiinde ve y = x dogrusunun altinda kalan R bolgesinin

alanimi bulunuz.

ORNEK 9: z = x? + y? + 4 yiizeyi ile xy-diizlemi arasinda Kartezyen Koordinatlarda UQ Katl

integraller

kalan kat1 cismin, tabani x y-diizleminde x? + y? =1 ve

x% + y? = 9 cemberleri arasinda kalan halka bdlgesi )
Ug katl integralle hacim hesabinin nasil yapilacagini

tizerindeki kisminin hacmini bulunuz.

inceleyelim.
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Kalkiiliis Kath integraller

ORNEK 11: S, merkezi orijinde ve yaricap1 4 olan kiire olsun. ORNEK 13: z = x? + 2y? paraboloidi tarafindan alttan ve
D ise bu kiirenin icinde kalan ve z = 2 diizleminin {izerinde z = 10— x? — y? paraboloidi tarafindan iistten sinirlanan D
bulunan kat1 bolgeyi gostersin. D bolgesi tizerinde tanimli bir boélgesinin hacmini veren {i¢ katl integrali dzdy dx
F(x,y,z) fonksiyonu i¢in diizeninde yaziniz.

JfJ F(x,y,z)dV
D

integralini Kartezyen koordinatlarda dz dy dx sirasina gore

kurunuz.

Uygulamalar

Katli integralleri kullanarak kat1 cisimlerin kiitle hesabinin
ORNEK 12: Kdseleri 0(0,0,0), A(2,1,0), B(0,1,0) ve
C(0,1,2) noktalari olan D dortyiizliisiiniin hacmini, ti¢ katl

nasil yapilacagini inceleyelim. Cismin kiitle merkezinin nasil

bulunacagini yazalim.
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integral kullanarak ve integrasyon sirasini1 dz dy dx alarak

yaziniz.




Kath integraller

Kalkdills

ORNEK 14: xy-diizleminde x2 + y? < 9 diski iizerinde
yiikselen ve iistten z = 9 — x> — y? paraboloidi ile simirlanan

kat1 cismin yogunlugu 6(x, y,2) = z olarak verilmektedir.

a. Bu kati cismin toplam kiitlesini veren ii¢ kath integrali

kartezyen koordinatlarda yaziniz.

b. Kati cismin kiitle merkezinin x, y ve z koordinatlarini

veren integralleri kartezyen koordinatlarda yaziniz.

Silindirik ve Kiiresel Koordinatlarda Ug
Kath integraller
Silindirik koordinatlar

¢ Silindirik koordinatlarin tanimini yapalim.

¢ Silindirik koordinatlar icin gerekli denklemleri
yazalim.
* r=2,60 =3 vez=1 denklemlerinin ifade ettigi

ylizeyleri inceleyelim.
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Silindirik koordinatlarda ii¢ kath integrallerin nasil
alinacagini gosterelim.

ORNEK 15: D bélgesi; iistten z = 4 — x2 — y? paraboloidi,
alttan z = 0 diizlemi ve yandan x2 + y? = 2x silindiri ile
stnirlandirilmistir. Silindirik koordinatlar: kullanarak, bu
bolge tizerinde tanimli genel bir f(r, 6, 2) fonksiyonunun ti¢

katli integralinin sinirlarini belirleyiniz ve integrali yaziniz.




Kalkiiliis Kath integraller

ORNEK 16: z = 4— x2? — y? paraboloidi ile x y-diizlemi ORNEK 17: x2 + y? + 22 = 4z kiiresinin denklemini kiiresel
arasinda kalan bolgenin hacmini silindirik koordinatlari koordinatlarda (p, ¢, 0) ifade ediniz ve bu yiizeyin
kullanarak hesaplayiniz. merkezinin Kartezyen koordinatlarini belirleyiniz.

Kiiresel koordinatlarda {i¢ katli integrallerin nasil alinacagini
gosterelim.

Kiresel koordinatlar
* Kiiresel koordinatlarin tanimini yapalim.
* Kiiresel koordinatlar i¢in gerekli denklemleri yazalim.

* p=2,¢ =7 ve § =% denklemlerinin ifade ettigi
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yiizeyleri inceleyelim.

ORNEK 18: Kiiresel koordinat sistemini kullanarak, a
yaricapl bir kiirenin hacmini {i¢ katl integral yardimiyla
hesaplayiniz.




Kath integraller Kalkdiliis

ORNEK 19: Ustten p = 2 kiiresi, alttan ise ¢ = 7/6 konisi ile ORNEK 20: Kutupsal koordinat déniigiimii x = r cos 6,
sinirlandirilmis dondurma kiilahi seklindeki D bolgesinin y =rsin @ icin Jakobi determinantini bulunuz ve bunu
hacmini veren integrali kiiresel koordinatlar yardimiyla kullanarak f f o f(x,y)dx dy Kartezyen integralini kutupsal
yaziniz. integral olarak ifade ediniz.

Cok Kath integrallerde Degisken
Donasimi
iki katli integrallerde bolgeyi ve degiskenleri

doniistiirdiigiimiizde ne olacagini inceleyelim. Jakobi

determinantinin tanimini yapalim.

ORNEK 21: xy-diizleminde R bolgesi y = %, y= %, y =x?

ve y = 4x? egrileri tarafindan smirlanmigtir. Bu bélgenin

alanini hesaplayimiz.
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Kalkiilts

Kath integraller

ORNEK 22: R bélgesi, késeleri (1,0),(2,0),(0,1) ve (0,2)

noktalarinda bulunan yamuksal bélge olduguna gore,

Jf ool o

integralini hesaplamak icihu=x—yvev=x+y

doniisiimlerini kullaniniz.

a. Doniisiimiin Jakobi matrisinin determinantinin mutlak

9(x.y)

HOm) ifadesini bulunuz.

degerini, yani

b. uv-diizlemindeki yeni integrasyon bolgesini belirleyiniz
ve integrali hesaplayiniz.

Uc boyuttaki x = psin¢g cosf, y = psin¢ sin ve

2z = p cos ¢ doniisiimii icin Jakobi matrisini inceleyelim:

ax ox o
3p 34 30

_|2r 8y x| _ g

J(p,¢,0)= 5p 3¢ 30 =p?sin¢g
o o
3p 34 30
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ORNEK 23: Asagidaki iiclii integraliu=x+y +2z,v=x—y,
w = x doniisiimlerini kullanarak uvw-uzaymnda uygun bir

bolge iizerinden yaziniz:

2 x 2—x
J J f (%)dzdydx
0 0 0

Alstirmalar ve Problemler

1. Asagida, iki farkli bolge tizerinde tanimlanmis iki kath

integrallerin toplami verilmistir:

1 px2 3 3fo
J f f(x,y)dydx+f f fx,y)dydx.
0 0 1 0

Bu iki integralin tanimladig1 bolgeleri x y-diizleminde
birlestiriniz. Elde edilen birlesik bolge iizerinde integrasyon
sirasini degistirerek toplam integrali tek bir iki katl integral

olarak yaziniz.




Kath integraller Kalkdiliis

2. Asagidaki iki kath integrali hesaplayiniz: 4. Silindirik koordinatlarda verilen
/2 v /2 2 ,V2 pafd-r2
f J cos(yz)dydx f J f rdzdrdf, r=0
0 x o Jo Jr

integralini kullanarak asagidaki islemleri gerceklestiriniz:

a. Integrali dzdy dx sirasiyla Kartezyen koordinatlara

donitstiiriiniiz.
b. integrali kiiresel koordinatlara déniistiiriiniiz.

c. Integrallerden birini hesaplayarak sonucu bulunuz.

3. ¥ = x dogrusu ile y = x? parabolii arasinda kalan bélge R
olsun. R bolgesi iizerindeki noktalarin koordinatlarinin

carpiminin ortalama degerini hesaplayiniz.
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Kalkiiliis Kath integraller

5. R, xy-diizleminin birinci bolgesinde xy = 1,xy =4 yx
egrileri ve y = x, y = 4x dogrular tarafindan sinirlanan 12 v= f 0 f x/2f " dzdydx

kapal1 bolge olsun. Buna gore asagidaki iki katli integrali SO DB 10-x2—y?
hesaplayiniz: 13 V= f—ﬁ — /o223 fx2+2y2

ffysz a M= f f‘j;x_zzfgx > zdzdydx
R —X

fofjm

m 9—x2—y?
Mf f‘/Q_XZ 0 Y yzdzdydx,

dzdydx

fg_x T e dydx,
14

=L f"j;_L;fg"‘ P feadlsy i

/2 2cosf

15 g f(rOz)rdzdrdG
16 V=8n

17 p=4cos¢ Merkez: (0,0,2)

18 V=ind’

19 v=["["[2p2singdpd db

Jakobi determinanti: r

20
(€) integral: [[_ f(rcos®,rsin0)rdrdo
3
<
Z| 21 In(4)
e
Cevaplar @ 2| 1
e 22 ’
Sira sende sorular £ b. 3(e—e™)
[0}]
@ 24+w—v u
1 v=12 23 [C[0 2" 8 dudvdw
2 v=2
Alistirmalar ve problemler
3 %(e—l)
3—2y
12— 1 x,y)dxd
a. fo fyzyf(x,y)dxdy fO vy fGoy) Y
4
1 pJx 2 r2—x
b [y Jo feoy)dydx+ [ [ f(x,y)dydx 2 3
5 V=1 3
1 rJx 1 ~yl/3 Vi pf2x? o afAxiy?
6 aA=[ [5dydce bA=]; fyyz dxdy a. [* —V—_ﬂfm dzdydx
7 A=I+2Z 4 b [ [ 2 p2sing dpdp dO
(e=1) c. 8?”(2— V2)
8 2
5 £
9 V=72xn
10 A=Z+18
2V3 A/ 12-x2 [ 4/16—x2—y2
11 o3 _mfz 7 F(x,y,z)dzdydx
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I8 UNITE

INTEGRALLER VE

video izle

VEKTOR ALANLARI

Skaler Fonksiyonlarin Egrisel integralleri

Bir egri iizerindeki skaler bir fonksiyonun integralinin ne
anlama geldigini tartisalim ve bu integralin nasil alindigini

inceleyelim.

ORNEK 1: f(x,y,2) = x + y — 32> fonksiyonunu, orijini
(1,2,1) noktasina baglayan C dogru parcasi boyunca integre

ediniz.
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Bir 6rnek iizerinden egrisel integrallerin toplanabilirligini

gosterelim.

ORNEK 2: f(x,y,2) = x +y + 2 fonksiyonunun, C = C; UG,
yolu tizerindeki integralini hesaplayiniz. C; yolu (0,0, 0)
noktasindan (1,0, 0) noktasina giden dogru parcasi, C, yolu
ise (1,0, 0) noktasindan (1, 1, 1) noktasina giden dogru

parcasidir.

Bir 6rnek iizerinden tel seklindeki bir cismin kiitlesinin nasil

hesaplanacagini gorelim.

ORNEK 3: Ince bir metal tel, x + y? = 4 cemberinin y > 0
olan iist yaris1 boyunca xy-diizlemine yerlestirilmistir. Telin
tizerindeki bir (x, y) noktasindaki dogrusal yogunluk

6(x,y) =3 —y fonksiyonu ile verilmektedir.

a. Telin toplam kiitlesini bulunuz.

b. Telin kiitle merkezinin koordinatlarini veren integral

ifadelerini yaziniz.



integraller ve Vekiér Alanlar

Kalkiills

Vekiér Alanlar ve Egrisel integralleri
* Vektor alan1 kavraminin ne oldugunu inceleyelim.

* Bir r(t) egrisi lizerinde tanimlanabilen T ve N

vektorlerini inceleyelim.

* Bir f(x,y,2) skaler fonksiyonunun degisim oranini

gosteren gradyan alanini inceleyelim.

C egrisi, a < t < b olmak tizere r(t) konum
vektoriiyle parametrize edilmis diizgiin bir egri olsun. F, C
boyunca tanimli ve bilesenleri siirekli olan bir vektér alani
olsun. Bu durumda F vektor alaninin C egrisi boyunca
cizgi integrali

J‘F.TdS:J (F-E)dszJ‘ F-dr
c c ds c

seklinde tanimlanir. Burada T, C egrisinin birim
teget vektoriinii; s ise yay uzunlugu parametresini
gostermektedir.

Asagidaki 6rnegi ¢ozdiikten sonra bir kuvvet alan: tarafindan
yapilan isi ve bir hiz alani i¢in akis integrali ve dolasim

kavramlarini tartisalim.

ORNEK 4: F(x,y,z) = yi+ zj+ x?k vektor alaninin,
0 <t <1 araliginda r(t) = ti+ t%j+ t’k parametrik
denklemi ile verilen C egrisi boyunca ¢izgi integralini
f o F - dr hesaplayiniz.
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F(x,y,2) = Mi+ Nj+ Pk vektor alani icin

fF-dr:J Mdx+Ndy+Pdz
C C

esitligini gosterelim.

C, diizlemde taniml siirekli bir
F = M(x,y)i+ N(x,y)j vektor alaninin tanim bolgesinde
yer alan, diizgiin ve basit kapali bir egri olsun. n, C egrisi
tizerindeki disa dogru yonelmis birim normal vektor ise, F

vektor alaninin C egrisi boyunca disa dogru akisi asagidaki

Aklzj F-nds
c

gibi tanimlanir:

Aymni akiyr n vektoriinii farkl bir sekilde ifade ederek yeniden
yazalim ve asagidaki sonucu elde edelim:

Aklzngdy—Ndx
c




Kalkiilts

integraller ve Vekiér Alanlar

ORNEK 5: F = (2x + y)i+ (y — x)j vektor alani veriliyor.
xy-diizleminde pozitif yénde bir kez taranan x2 + y> = 4

¢emberi {izerinden disar1 dogru olan akiy1 bulunuz.

Yoldan Bagimsizlik, Korunumlu Alanlar
ve Potansiyel Fonksiyonlar

* Yoldan bagimsizlik kavramini tanimlayalim.
* Korunumlu alan kavramini tanimlayalim.

* Potansiyel fonksiyon kavramini tanimlayalim.

Kalkiiliistin temel teoremi formiiliiniin vektor kalkiiliisteki
karsilig1 yazalim. Cizgi integralleri icin temel teoremi
yazalim.
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ORNEK 6: F = Vf kuvvet alan,

1
X: ,Z e
f(x,y,2) )it
potansiyel fonksiyonunun gradyani olarak veriliyor. Bir
nesne, (1,0, 0) noktasindan baslayip (1, 1, 1) noktasina
ugrayan ve (2,2, 1) noktasinda biten, orijinden gecmeyen
pliriizsiiz bir C egrisi boyunca hareket ediyor. F kuvvet

alaninin bu hareket sirasinda yaptig: isi bulunuz.

F = Mi+ Nj + Pk vektor alaninin bilesenleri,
uzayda acik ve baglantili bir D bolgesinde siirekli olsun.
F alaninin korunumlu olmasi, D bélgesinde tanimli

tlirevlenebilir bir f fonksiyonu icin
F=Vf

yazilabilmesi anlamina gelir. Bu durumda f fonksiyonuna

F alaninin potansiyel fonksiyonu denir.

Korunumlu alanlarin kapali yol 6zelligini inceleyelim.

F=M(x,y,2)i+N(x,y,z)j+ P(x,y,z)k vektor alani, acik ve

basit baglantili bir bélgede tanimli olsun. Ayrica M, N ve P
bilesenlerinin siirekli birinci mertebeden kismi tiirevlere
sahip oldugunu varsayalim.

Bu kosullar altinda F alaninin korunumlu olmasi icin gereken

kosulu yazalim.
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ORNEK 7:
F=(e"siny + yz)i+ (e* cosy + xz + 2)j+ (xy + y)k vektor
alaninin dogal tanim kiimesi tizerinde korunumlu oldugunu

gosteriniz ve bu alan igin bir potansiyel fonksiyonu bulunuz.

ORNEK 8: Asagidaki vektdr alanini géz 6niine alalim:

_ Yy . X .
F_(x2+y2)1+(x2+y2)J+(z+1)k

Bu vektor alani i¢in asagidaki sorular1 yanitlayiniz:

a. Vektor alaninin korunumlu alanlar icin bilesen testini
sagladigini gosteriniz.

b. F vektor alaninin dogal tanim kiimesini belirleyiniz ve
bu kiimenin neden "basit baglantili" olmadigini
aciklayiniz.

c. xy-dizlemindeki birim ¢cember boyunca fc F-dr

integralini hesaplayimiz. Bu sonug 1s18inda vektor

alaninin korunumlu olup olmadigini yorumlayiniz.
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Tam diferansiyel form kavramini inceleyelim.

ORNEK 9: zdx + 2y dy + x dz ifadesinin tam bir diferansiyel
form oldugunu gosteriniz ve (1, 1, 1) noktasindan (3,2, 2)
noktasina kadar herhangi bir egri boyunca asagidaki integrali
hesaplayiniz:

(3,2,2)
f zdx+2ydy+xdz
(

1,1,1)




Kalkiiliis integraller ve Vekidr Alanlar

Diizlemde Green Teoremi ORNEK 10: F(x,y) = (x2—y)i+ (x + y?)j vektor alam ve
siirlar C : r(t) = (cost)i+ (sint)j, 0 < t < 27 olan birim

Bir F = Mi + Nj vektor alanmn (x, y) disk bolgesi R i¢in Green teoreminin rotasyonel formunu

noktasindaki sirkiilasyon yogunlugu asagidaki skaler asagidaki integralleri hesaplayarak dogrulaymiz:

ifadedir: a. fﬁc F-dr dola§1m integralini hesaplayiniz.

aN _ s . ..
AN oM b. f fR ( 7 ) dA iki kath integralini hesaplayiniz.

ax ay

F = Mi+ Nj vektor alaninin (x, y) noktasindaki
diverjansi asagida verilmistir:

divF=V - -F= 6’_M+8_N
T 9x  dy

@ertansinansahin.com)

Green teoreminin rotasyonel veya tegetsel formunu

inceleyelim:

ng dr—ngdx-i-Ndy JJ 6_N_8_M dxdy
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Green teoreminin diverjans veya normal formunu

Yizeyler ve Alan

inceleyelim:
Bir 6rnek iizerinden yiizeylerin parametrizasyonunu

%F nds—ﬁ)Mdy Ndx—ff 3_M+8_N dxdy anlayalim.

ORNEK 13: Asagida tamimlanan yiizeyler icin uygun

parametrizasyonlari ve parametre araliklarini bulunuz:

a. z = 4/x2+ y? konisinin 0 < z < 1 araliginda kalan
kismi.
b. x%+ y? + 2% = @ kiiresinin tamamu.

c. x2+(y —2)% = 4 silindirinin 0 < z < 5 araliginda kalan
ORNEK 11: F(x,y) = (x2—y)i+ (x + y?)j vektor alan1 ve kismi.

siirlart C : r(t) = (cost)i+ (sint)j, 0 < t < 27 olan birim
disk bolgesi R icin Green teoreminin diverjans formunu

asagidaki integralleri hesaplayarak dogrulayiniz:

a. _cﬁ F - n ds aki integralini hesaplayiniz.

b. f fR ( + ay ) dA iki katl integralini hesaplayimiz.

N

E
(=]
(8]
c
£
@
(2]
c
@
(=
©
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2
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ORNEK 12: C egrisi, koseleri (0,0), (1,0), (1,1) ve (0,1)

olan birim karenin saatin tersi yoniindeki sinir1 olmak iizere,

asagidaki egrisel integrali hesaplayiniz:

jg(e" +3y%)dx + (4x +siny)dy r(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j+ h(u, v)k biciminde tanimlanan

pliriizsiiz bir parametrik yiizeyin alaninta <u < b ve
¢ <v <d i¢in veren integrali nasil elde edecegimizi
inceleyelim.




Kalkiiliis integraller ve Vekidr Alanlar

ORNEK 14: 1(r,0) = (rcos8)i+ (rsin0)j+rk ORNEK 15: x?% + y? —z = 0 paraboloidinin, z = 1 diizleminin
parametrizasyonu ile verilenve 0 <r <1,0< 0 <27 altinda kalan parcasinin yiizey alanini kartezyen
araliklarinda tanimlanan koninin yiizey alanini hesaplayiniz. koordinatlarda veren integrali yaziniz.

x y-diizlemindeki bir R bolgesi tizerinde tamimh z = f (x, y)
ylizeyinin ylizey alani diferansiyeli do’y1 elde edelim. Aynm
seyi bir de F(x, y,z) = c ylizeyi i¢in elde edelim.

Yizey Integralleri

Bir G(x, y,z) fonksiyonunun S yiizeyi iizerindeki yiizey
integralini, S yiizeyinin asagidaki tanimlanma bicimlerine
gore yazalim:

* Parametrik olarak tanimlanan yiizeyler.

* z = f(x,y) biciminde acik olarak tanimlanan yiizeyler.

* F(x,y,z) = c biciminde ortiik olarak tanimlanan

ylizeyler.
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ORNEK 16: S, birinci oktantta x + y +z = 1 diizlemi
tizerinde kalan ticgensel ylizey olsun. G(x,y,2) =2
fonksiyonunun S yiizeyi tizerindeki yiizey integralini
asagidaki {i¢ farkli yontemle yaziniz:

a) S yiizeyini parametrik olarak tanimlayarak.
b) S yiizeyini z = f(x, y) biciminde acik olarak yazarak.

¢) S ytizeyini F(x,y,z) = ¢ bi¢ciminde 6rtiik olarak
diistinerek.

ORNEK 17: 2 = x? + 1 silindiri {izerinde, x y-diizlemindeki
x>0,y >0vex+y <1 smirlaryla tanimlanan {icgensel R
bolgesi tizerindeki S yiizeyini goz oniine alimiz. Bu ylizey

izerinde ffs v ¥(1+4x2)do ylizey integralini hesaplamak
icin gerekli olan iki katl integrali d y dx sirasiyla kurunuz.
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Vektoér alanlann yizey integralleri

Yonlendirilebilir yiizey kavramini inceleyelim.

F, uzayda tanimli bir vektor alani olsun. S ise
iizerinde se¢ilmis birim normal vektér alani1 n bulunan
diizgiin bir ylizey olsun. Bu durumda F vektor alaninin S
ylizeyi tizerindeki yiizey integrali asagidaki gibi tanimlanir:

JLF.nda

Bu integral, F vektor alaninin S yiizeyinden gecen akisi
olarak da adlandirilir.

Bir F vektoriiniin S yiizeyindeki akisini, S yiizeyinin

asagidaki tanimlanma bigimlerine gére yazalim:

* Parametrik olarak tanimlanan yiizeyler.

* g(x,y,2) = c biciminde o6rtiik olarak tanimlanan
ylizeyler.

* z = f(x,y) biciminde acik olarak tanimlanan yiizeyler.




Kalkiilts

integraller ve Vekiér Alanlar

ORNEK 18: F = 2i+ xyj + zk vektor alam ve z = 4 — x2 — y?

paraboloidinin x y-diizleminin {istiinde kalan parcasi S olsun.

S yiizeyi boyunca yukari yonlii akiy1 veren iki katl integrali,

x ve y degiskenleri cinsinden, sinirlarini belirleyerek yaziniz.

Stokes Teoremi

Bir vektor alaninin rotasyonelini tanimlayalim.

S ylizeyi, sinir egrisi C olan pargali diizgiin ve yonlendirilmis
bir yiizey olsun. F vektor alaninin C sinir1 iizerindeki saat
yoniiniin tersindeki sirkiilasyonu icin Stokes teoremini

yazalim.
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Stokes teoremini x y-diizleminde saat yoniiniin tersine

yonlendirilmis bir egri icin yeniden yazalim.

ORNEK 19: F = zi+ xj + yk vektor alani ve iist yar kiire
S:x%+y*+2% =4, z > 0 yiizeyi verilsin. Bu yiizeyin simir
egrisi C : x2 + y? = 4, 2 = 0 cemberi olup, yukaridan
bakildiginda saat yoniiniin tersine dogru yonlendirilmistir.
Stokes Teoremi'nin gecerli oldugunu gostermek icin esitligin

iki tarafin1 da ayr1 ayr1 hesaplayiniz.
a. C egrisi lizerindeki sirkiilasyon integralini
hesaplayiniz.

b. V x F rotasyonel integralini yiizey {izerinden
hesaplayiniz.
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Stokes teoremi yardimiyla, bir noktadaki rotasyonel Stokes teoremini tizerinde delikler bulunan yiizeyler icin
bilesenini nasil yalniz birakabilecegimizi ve sirkiilasyon tartigalim.

yogunlugunu nasil elde edecegimizi gosterelim.

V x Vf = 0 esitligini gosterelim. Bu esitligin korunumlu

vektor alanlari icin ne anlama geldigini ifade edelim.

ORNEK 20: Bir akiskanin hiz alani, z-ekseni etrafinda dénen
ve ayni zamanda z yoniinde yukar1 dogru ivmelenen

F = —2yi + 2xj + 2°k vektor alan ile verilmistir.

a. V x F rotasyonelini bulunuz.

b. F vektor alaninin, z = 3 diizleminde yer alan, merkezi
(0,0, 3) ve yaricap1 p olan, yukaridan bakildiginda saat

yoniiniin tersine yonlendirilmis C ¢cemberi boyunca
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sirkiilasyonunu Stokes Teoremi ile hesaplayiniz. Elde
ettiginiz sonucu sirkiilasyon yogunlugu ile

iliskilendiriniz.

Diverjans Teoremi

Bir vektor alaninin diverjansini tanimlayalim.

10



Kalkiiliis integraller ve Vekidr Alanlar

Bilesenleri siirekli birinci mertebeden kismi tiirevlere sahip V - (V x F) = 0 esitligini gosterelim. Bu esitligin diverjans
bir vektor alani F ve parcali piiriizsiiz, yonlendirilmis kapali teoremi acisindan ne anlama geldigini ifade edelim.

bir yiizey S olsun. F vektor alaninin, yiizeyin disa dogru
birim normal alani n yoniinde S iizerindeki akis icin

diverjans teoremini yazalim.

ORNEK 21: D : x%+ y2 + 2% < 1 birim kiiresi,

S :x?+ y? 4322 =1ise D bélgesini smirlayan disa dogru
yonlendirilmis kiire yiizeyi olsun. F = xi+ yj + zk vektor
alani i¢in diverjans teoremini asagidaki iki integrali

hesaplayarak dogrulayiniz.

a. Disa dogru akiy1 veren f f s F-ndo ylizey integralini
hesaplayiniz.

b. f f f p V - FdV hacim integralini hesaplayiniz.

Pargalara ayrilmis bolgeler icin diverjans teoremini

tartisalim.
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Orijinden disar1 dogru yonelen ve uzakligin karesiyle ters
orantili olarak zayiflayan bir vektor alani igin diverjans
teoremini inceleyelim. Bu incelemede i¢ yaricap: b, dig

yarigap! a olan kiiresel kabuk bolgesini referans alacagiz.

Burada elde ettigimiz sonucu elektromanyetik teoride

kullandigimiz Gauss yasast ile kiyaslayalim.
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D, kapali ve yonlendirilmis bir S yiizeyi ile sinirlandirilmig
uzayda bir bolge olsun. Eger v(x, y,2), D bolgesinden
pliriizsiiz bir sekilde akan bir akiskanin hiz alani,

6 =6(t,x,y,2), t aninda (x, y,z) noktasindaki akigkan

yogunlugu ve F = dv olsun.

Hidrodinamigin siireklilik denklemini diverjans teoremini

yukarida verilenleri kullanarak elde edelim.

iki boyutlu bir F = M(x, y)i+ N(x, y)j vektor alanini,
k-bileseni sifir olan {i¢ boyutlu bir alan olarak diisiinelim.
Bunu kullanarak

* Green teoreminin rotasyonel veya tegetsel formunu
tekrar elde edelim.
* Green teoreminin diverjans veya normal formunu

tekrar elde edelim.

m Bir bolge iizerindeki alana etki eden bir diferansiyel
operatoriin integrali, o bolgenin sinir1 iizerindeki operatore

uygun alan bilesenlerinin toplamina esittir.

12



Kalkiilts

integraller ve Vekidr Alanlar

Alstirmalar ve Problemler

_ xityj
1.F= Weoms kuvvet alani tarafindan, (1,0) noktasindan
(—e2",0) noktasina dogru uzanan
1(t) = (e* cos t) i+ (e*sin t)j diizlem egrisi iizerinde

yapilan isi iki yolla bulunuz:
a. Is integralini hesaplamak icin egrinin
parametrizasyonunu kullanarak.

b. F icin bir potansiyel fonksiyonu hesaplayip bunu
kullanarak.
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2. F=(x2+2)i+ (y? + 2x)j + (2% — y )k vektér alam verilsin.
x%+ y? +2% =1 kiiresi ile z = 4/x2 + y2 konisinin
kesisiminden olusan kapali egri C olsun.

C egrisi, yukaridan bakildiginda z-ekseni etrafinda saat
yoniiniin tersine olacak sekilde yonlendirilmistir. Buna gére

F alaninin C boyunca sirkiilasyonunu hesaplayiniz.

3. Green Teoremi’'ni kullanarak, diizlemde saat yoniiniin
tersine yonlendirilmig basit kapali bir C egrisi ve bu egrinin
cevreledigi R bolgesi igin R bolgesinin alaninin asagidaki

cizgi integrali ile hesaplanabilecegini gosteriniz:

1
Alan(R) = E%xdy—ydx

c

13



integraller ve Vektdr Alanlari

Kalkiills

4. F = y?i— yzj vektor alan1 ve x = y? parabolik silindirinin
—1 <y <1 araliginda kalan kismiile z=0vez =3
diizlemleri tarafindan sinirlanan S yiizeyi veriliyor. S
ylizeyinin yonii xz-diizleminden uzaga dogru olduguna gore,

bu yiizey boyunca F vektor alaninin akisini (ffs F-ndo)

hesaplayiniz.

Cevaplar

Sira sende sorulari

V6

2

3+2v2

a. M=6n—8

b. x =1 fon cos B(3—2sin0)d6

y= % fon sinf(3—2sin6)do
4

3

Aki=121

Ol

f(x,y,2)=e*siny +xyz+yz+C

@ertansinansahin.com)

10

11

12

13

14
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17

18

19

20

21

o

c. 27, korunumlu degildir.

a. 2w b. 2w

a. r(r,0) = (rcos0)i+ (rsinf)j+ rk,

0<r<1,0<6<2n

. Videoya gidiniz.  b. D = R® — {z-ekseni}

b. r(¢,0) = (asin ¢ cos )i+ (asin ¢ sin )j

+(acosp)k, 0<¢p<m0<6<2x

c. 1(6,2) = (25in20)i + (4sin? 0)j + zk,

0<H<m0<z<5

V2
f_llf_{/l?—;\/mdydx
fol Ol_x(l—x—y)«/?dydx

fol OH( VY(1+4x?)dydx

f_zz Ik 4,—_X22 (4x +2xy? +4—x*—y?) dydx

4—x
a. §CF-dl‘=4TE
b. ffS(VxF)-ndU=47'c
a. VxF=4k

b. §CF~dr=4ﬂ:p2ve(VxF)-k=

a.4m  b. 4rn

Alighrmalar ve problemler

w

a.e”™—1 b. f(x,y)=+/x2+y?

Videoya gidiniz.

fCF'dr=4
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