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A UNITE

INTEGRASYON UYGULAMALAR] B

b
diimleme V= f A(x)dx dénel ylzey alan S=2m f (varicap) ds
a
b
pul ydntemi V= ch (R*—r?)dx is W= f F(x)dx
a a
o . - M}’ - Mx
kabuk yontemi V= ZTEJ (yaricap)(yiikseklik) d x katle merkezi = YT
Pappus V=2npA, S=2npl

egri uzunlugu f \/ f(x)

Dilimleme: disk ve pul yontemleri

5.1 | YokYr Cozim —s. 91
Bir cismin tabani, xy diizleminde y = 4 — x? parabolii ile x ekseni arasinda
kalan bolgedir. Cismin y eksenine dik her kesiti, tabani bu bolgenin icinde
kalan yatay bir dogru parcasi olan bir sekildir. Kesitler

a. kare ise,

b. c¢ap1 bu dogru parcasi olan yarim daire ise

cismin hacmini bulunuz.

(5.2 Yoy Cozim —s. 91

y =secx egrisi ile y =1 dogrusu arasinda kalan ve 0 < x < g araliginda bulunan bélge x ekseni etrafinda

dondiiriiliiyor. Olusan cismin hacmini bulunuz.
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Kalkdiliis 2 integrasyon Uygulamalan

Fokvy  Cozim — 5. 91

Birinci bolgede y = x dogrusu ile y = x2 egrisi arasinda kalan bélge veriliyor. S R

a. Bolge y =1 dogrusu etrafinda dondiiriiliiyor. Olusan cismin hacmini

bulunuz.

b. Bolge y ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Hacmi pul yontemiyle bulunuz.

LY
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integrasyon Uygulamalan Kalkdilis 2

Silindirik kabuklar

5.4 | Y&y Cozim —s. 91
1

Y =7

V25— x2

a. Olusan cismin hacmini kabuk yontemiyle bulunuz.

egrisi, x ekseni, y ekseni ve x = 3 dogrusu arasinda kalan bolge y ekseni etrafinda dondiiriiliiyor.

b. Ayni hacmi y’ye gore disk ve pul yontemleriyle hesaplayarak sonucu dogrulayiniz. Bu yolun neden daha
zahmetli oldugunu aciklayiniz.

5.5 Fokty Gozum —s. 92

y =1/x egrisi, y = 1 dogrusu ve x = 3 dogrusu arasinda kalan R bolgesi
x =4 dogrusu etrafinda dondiiriiliiyor. Olusan cismin hacmi

asagidakilerden hangisidir?

° 1
A) an (x +4)(1— —)dx
1 x

3 y x=4
B) an 4%xdx lA \ :
1 !
3 1 p l\‘ : >
C) Zrtf1 (4—x)(1—;) x ] 3 >
D)ﬁfl [1—(4—1)2]@
1/3 y

3 12
E)Trf1 (1—;) dx
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Kalkdilds 2

COZUMLER

I iINTEGRASYON UYGULAMALARI
5.1 ]

Kesitler y eksenine dik oldugundan y’ye gore integral

«— Sorus. 4

alinir. y yiiksekligindeki yatay dogru parcasinin uclari
4—x? = y denkleminden x = /4 — y’dir. Kesitin
tabaninin uzunlugu s(y) = 24/4—y, 0 < y < 4tiir.

a. Kare kesitin alan1 A(y) = s? = 4(4 — y)'dir:

4 2
_ _ _ YT
V—L 4(4—y)dy =44y 5 ]0_32.

b. Yarim dairenin yaricap: 5 = /4 — y’dir; alan1
A(y)= 3(4—y) olur:

4
T T
ZL( y)dy 3 i

Kontrol: Her yiikseklikte yarim daire alani kare
alaninin §’idir; hacimler de aym oranda olmalidur:
32-Z=4r.

CEVAP a.32 b.4rw

Bolge eksene degmez; x eksenine dik kesitler pul

«—Sorus. 4

(ortas: delik disk) bi¢imindedir. 0 < x < % araliginda
secx > 1 oldugundan dis yaricap R = sec x, i¢ yarigap
r = 1’dir:

n/3

/3
1% =71f (sec?x —1)dx = ﬂ:[tanx—x]o
0

= 77:(1/5— g) ~ 2.15.

Sik yapilan hata, integrale (R —r)? = (secx — 1)?

yazmaktir. Pulun alami R? — r?'dir, (R —r)? degil.

CEVAP n(v/3—Z)~2.15

@ertansinansahin.com)

Gozimler

0 < x < 1 arahiginda x® < x’tir; bolgenin iistiinde

«— Sorus. 5

dogru, altinda egri vardir.

a. Eksen y = 1 bolgenin iistiindedir. x noktasindaki
dik kesit bir puldur. Eksene uzak olan sinir alttaki
egridir R=1—x3,r=1—x.

V:chl[(l—x?‘)z—(l—x)z]dx
0

1
=TCJ- (2x—x2—2x3+x6)dx
0

1 1 1 13
=r(1-3-3%7) ="

b. y eksenine dik kesitler alinir; sinirlar x’e gore
yazilir. y yiiksekliginde bolge x = y’den x = y'/%e
uzanir: R=yY3 r=y.

1
3 1 4r

_ 2/3 2 _(2_)_a"t
Vv 77:J>0 (y y)dy n(s 3) TR

Kontrol: Kabuk yontemiyle 27t f 01 x(x—x3)dx =
1 1\_ 4
2n(3—35) =%

CEVAP a. LI

41
% b1

a. Eksene paralel (diisey) seritler silindirik kabuk

«— Sorus. 6

tretir: yaricap x, yiikseklik ¢25+7
Veon | Xdx
o V25—x2

u = 25—x?%, du = —2x dx déniisiimiiyle smirlar 25 ve
16 olur:

25
25
V= TEJ P du= n[Zﬁ]le =2n(5—4)=2m.
16
b. Egrix =0day = %’den x=3tey= %’e ylkselir.

Yatay dilimler iki ttrlidiir:

e 0<y< %: dilim y ekseninden x = 3’e kadar
uzanir; disk yaricapi 3’tiir.

o % <y< %: dilim egriden x = 3’e uzanir; pulun

91
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Gozumler

ic yaricapr icin x? = 25— %

1/4
V=mn-9 —+7‘CJ (9—25+—)dy
1/5
9 1q1/4
=2 o 16y - 210
2y (—8+ﬂ)=9—n Toon
5 5 5 5

Bu yolda egriyi x = g(y) bigiminde yazmak, bolgeyi
ikiye bolmek ve ikinci parcada pul kullanmak gerekir.

Kabuk yonteminde ise tek integral yeter.

CEVAP a.2m b. 27 (iki parcali integral)

1 < x < 3 araliginda % < 1’dir; bélgenin iistiinde

«— Sorus. 6

dogru, altinda egri vardir. Eksen diisey oldugundan
diisey seritler kabuk iiretir. x’teki seridin yiiksekligi
1— %, eksene uzaklig1 4 — x’tir (eksen bolgenin

sagindadir):

: 1
V=27'tf (4—x)(1—=)dx.
1 X

e (A) yarigapt x + 4 alir; bu, x = —4 ekseni i¢indir.

* (B) yiiksekligi % alir; bu, egrinin altinda kalan
bolgeyi dondiiriir.

e (D) pul yontemidir ama yaricaplar yer

@ertansinansahin.com)

degistirmistir. y yiiksekliginde R bolgesi x =
Jl/’den x = 3’e uzanir. Eksene uzak yaricap
R=4— %, yakin yaricap r = 4—3 = 1'dir. (D)’nin
integrand1 negatiftir.

e (E) y =1 dogrusu etrafindaki disk hacmidir.

(C)’'deki integrali hesaplayalim:

° 4
\% =27'cf (5—x——)dx
1 X
=21(10—4—41In3) = 47n(3—21n3) ~ 10.09.

Kontrol: Dogru pul integrali ayni1 degeri verir:

V:nﬂg[@_;f_l]dy

! 8 1
=ﬁ£/3(15_;+ﬁ)dy

=7n(10—8In3+2)=4n(3—2In3).

CEVAP C

92

Kalklis 2

Diisey eksenlerde kabuk, yatay eksende disk yontemi

«— Sorus. 7

tek integralle sonuc verir.

a. Yaricap x, yiikseklik %:
2
8 142
V=2n x-—dx:1671:[——] = 8.
1 x3 x 1

b. Yaricap x +1:

2
V=167'1:J1 ($+$)dx

= 16n(% + S) = 14m.

Kontrol: Eksen 1 birim uzaklasinca her kabugun
yaricapi 1 artar; hacim 27 - 1 - A kadar biiyiir. Bolgenin
alan1 A= flz 8x 3 dx = 3tiir ve 14n—8n = 6 = 27-3.

c. Diskin yaricapi %’tﬁr:
2
6 6 1 62
V=mn jdxzﬂ(l——)z—n.
, X6 5 32 5

CEVAP a.87m b.1l4m c 2¢

Kalkiiliisiin Temel Teoremi’ne gére y’ =
v x2 + 4x + 3’tiir (x > 0 icin kokiin i¢i pozitiftir). Buna
gore

«— Sorus. 8

14+ ()P =x*+4x +4=(x+2)

olur. x +2 > 0 oldugundan kok x + 2’dir:
2 9 )

L= (x+2)dx=[x—+2x] =6.
0 2 0

Egrinin formiiliint bilmek gerekmedi; egri uzunlugu

yalniz tiireve baghdir.

CEVAP 6

«— Sorus. 8

a. Tirev y’ = (x4 —

x~ Y 4)’tiir. Karesini alalim:
1+(y) =1+ %(xl/2 —2+x71%)
= %(xl/z +2+x712)
1 B 2
= [E(x1/4+x 1/4)] .

Ortadaki —2, +2’ye doniistli; tam kare buradan gelir.
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